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Úvod
Simulace proudeˇní tekutin je jedna z intenzivneˇ zkoumaných oblastí numerické matematiky v souvis-
losti s následným užitím v praxi, protože dané simulace umožnˇují snížit cˇasto nemalé náklady potrˇebné
na experimenty. Toto odveˇtví, též oznacˇované jako CFD1 zahrnuje v sobeˇ hned neˇkolik ru˚zných nume-
rických metod veˇtšinou založených na diskretizaci parciálních diferenciálních rovnic popisující vývoj
kapalin v cˇase.
Lattice–Boltzmannova metoda je pomeˇrneˇ nová metoda pro simulaci tekutin vyvinutá na prˇelomu
80. a 90. let dvacátého století z buneˇcˇných automat. V pozdeˇjších letech byla tato metoda odvozena z
kinetické teorie, prˇesneˇji z Boltzmannovy transportní rovnice, cˇímž byla ukázána nezávislost Lattice–
Boltzmannovy metody na prˇedešlých buneˇcˇných automatech. Rˇešením Lattice–Boltzmannovy metody
je diskrétní distribucˇní funkce popisující danou tekutinu a pomocí asymptotických rozvoju˚ této distri-
bucˇní funkce lze ukázat její vztah k Navierovým–Stokesovým rovnicím popisující makroskopický vývoj
tekutin v cˇase.
S rozvojem hardwaru umožnˇující paralelní výpocˇty zacˇalo docházet k veˇtšímu rozvoji této metody
v du˚sledku její snadné paralelní implementace. Jeden z dalších aspektu˚, procˇ tato metoda prˇichází v
poslední dobeˇ cˇím dál více do obliby, je její schopnost simulovat tekutinu v geometricky složiteˇjších
oblastech, naprˇíklad v porézním prostrˇedí.
Hlavním cílem této práce je uvést cˇtenárˇe do problematiky týkající se odvození Lattice–Boltzmannovy
metody z Boltzmannovy transportní rovnice. Dalším cílem této práce je otestovat schopnost Lattice–
Boltzmannovy metody simulovat dvourozmeˇrný prˇípad nestlacˇitelného, izotermálního, laminárního a
posléze i nelaminárního (turbulentního) proudeˇní v kanálu porovnáním získaného rˇešení s analytickým
rˇešením, poprˇípadeˇ s rˇešením založeným na metodeˇ konecˇných objemu˚.
Koncepce této práce je následující. První kapitola se veˇnuje problematice popisu vývoje tekutiny v
cˇase. V její první cˇásti je cˇtenárˇovi nastíneˇn makroskopický popis tekutiny. Následuje kinetická teorie,
odvození Boltzmannovy transportní rovnice a ukázání návaznosti jejího rˇešení na prˇedešlý makrosko-
pický popis. Druhá kapitola se zaobírá samotným odvození Lattice–Boltzmannovy rovnice s následnou
numerickou analýzou odvozené rovnice. V její druhé cˇásti je nastíneˇno pu˚vodní odvození z buneˇcˇných
automat. Trˇetí kapitola zahrnuje detaily ohledneˇ algoritmu Lattice–Boltzmannovy metody, okrajových
podmínek, prˇechodu mezi systémem fyzikálních a mrˇížkových jednotek, které Lattice–Boltzmannova
metoda používá, a implementace v jazyce C/C++ a CUDA. Poslední kapitola se sestává z aplikace
Lattice–Boltzmannovy metody na Hagenovo–Poiseuilleho proudeˇní.
Soucˇástí této práce je prˇíloha zahrnující zdrojové kódy použité pro simulace vyskytující se v této
práci a výsledky daných simulací.
1Anglická zkratka pro computational fluid dynamics
1
2
Kapitola 1
Popis tekutiny
1.1 Makroskopický popis tekutiny
Jeden ze zpu˚sobu˚ jak nahlížet na tekutinu je brát ji jako spojitou strukturu (kontinuum). Du˚vod, procˇ
se tímto popisem budeme v této kapitole zabývat je ten, že v následujících kapitolách ukážeme, že rˇešení
získané jiným popisem je ekvivalentní s tímto, a tedy nebude záležet na volbeˇ daného popisu tekutiny.
Prˇedpokládejme, že tekutina je spojiteˇ rozprostrˇená v jistém objemu. Takovou tekutinu lze charakte-
rizovat jejími makroskopickými velicˇinami, jimiž jsou teplota T [K], hustota ρ [kg m−3] a makroskopická
rychlost ~u [m s−1]. Ne pro každou tekutinu je takovýto popis vhodný. Definujme bezrozmeˇrné Knudse-
novo cˇíslo
Kn =
lr
Lr
, (1.1)
kde lr [m] je strˇední volná dráha cˇástic a Lr [m] je tzv. charakteristický rozmeˇr systému. Dá se ukázat,
viz [7], že pro tekutinu, jejíž Knudsenovo cˇíslo je dostatecˇneˇ malé, je makroskopický popis vhodný.
Budou-li vlastnosti tekutiny splnˇovat prˇedešlé podmínky, pak jí mu˚žeme popsat rovnicemi
∂ρ
∂t
+ ∇ · (ρ~u) = 0, (1.2)
∂(ρ~u)
∂t
+ ∇(ρ~u ⊗ ~u) = −∇ · T + ρ~g, (1.3)
∂(ρE)
∂t
+ ∇ · (ρ~uE) = −∇ · ~q + ρ~g · ~u + ρQ − ∇ · (T~u), (1.4)
kde ρ je hustota, ~u je makroskopická rychlost, T [kg m−1 s−2] je tenzor napeˇtí, E [m2 s−2] je celková
vnitrˇní specifická energie, ~g [m s−2] je zrychlení prˇíslušející vneˇjším silám, ~q [kg s−3] je tepelný tok a
Q [m2 s−3] je hustota tepelných zdroju˚ vztažená na jednotku hmotnosti a platí
E = e +
1
2
‖~u ‖2, (1.5)
kde e [m2 s−2] je specifická vnitrˇní energie. Symbolem ‖·‖ v rovnici (1.5) rozumíme eukleidovskou
normu. Pro tenzor napeˇtí platí
T = pI − Tν, (1.6)
kde I je jednotkový tenzor a pro T za prˇedpokladu Newtonovské tekutiny platí
Tν,ii = λ∇ · ~u + 2µ∂ui
∂xi
, i ∈ {1, 2, 3}, (1.7)
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Tν,i j = Tν, ji = µ
(
∂ui
∂x j
+
∂u j
∂xi
)
, i , j, i ∈ {1, 2, 3}, j ∈ {1, 2, 3}, (1.8)
kde µ [kg m−1 s−1] je dynamická viskozita a λ [kg m−1 s−1] je tzv. druhý viskózní koeficient. Tenzor
napeˇtí mu˚žeme ekvivalentneˇ prˇepsat do tvaru
Tν = 2µS + λ(∇ · ~u)I = 2µD +
(
λ +
2
3
µ
)
(∇ · ~u)I, (1.9)
kde S je tenzor rychlosti deformace charakterizující zmeˇny ve tvaru a objemu elementárního objemu
tekutiny, D je S bez diagonálních prvku˚, tedy
D =
1
2
[
∇~u + (∇~u)T
]
. (1.10)
Podle Stokesovy hypotézy, viz [2], je λ = − 23µ a proto vztah (1.9) prˇejde na
Tν = 2µD. (1.11)
Podle [15] lze tepelný tok charakterizovat rovností
~q = −κ∇T, (1.12)
kde κ [kg m s−3 K−1] je tepelná vodivost a T [K] teplota. Rovnice (1.2), (1.3), (1.4) a (1.9) dohromady
tvorˇí Navierovy–Stokesovy–Fourierovy rovnice pro popis kontinua. Pokud lze zanedbat tepelnou vodi-
vost a viskozitu, pak Navierovy–Stokesovy–Fourierovy rovnice nazýváme Eulerovými rovnicemi. Navíc
pokud variace hustoty jsou malé, tj.
Dρ
Dt
=
∂ρ
∂t
+ ~u · ∇ρ ≈ 0, (1.13)
kde DDt =
∂
∂t +~u·∇ je materiálová derivace, pak lze danou tekutinu brát za dobrou aproximaci nestlacˇitelné
tekutiny. Rovnice (1.2) pak prˇejde do tvaru
∇ · ~u = 0 (1.14)
a rovnice (1.9) do tvaru
T = 2µS. (1.15)
Pro izotermální systém získáme ze stavové rovnice, viz [11], vztah pro hustotu a tlak
p = c2s ρ. (1.16)
Stlacˇitelnost tekutiny mu˚žeme charakterizovat bezrozmeˇrným Machovým cˇíslem
Ma =
ur
cs
, (1.17)
kde ur [m s−1] je charakteristická rychlost a cs [m s−1] je rychlost zvuku v tekutineˇ. Obvykle se tekutina
považuje za nestlacˇitelnou prˇi popisu proudeˇní, pokud Ma < 0.3, viz [7].
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1.2 Kinetická teorie
Jedním z prˇístupu˚, jak odvodit Lattice–Boltzmannovu metodu (LBM), je pomocí statistické fyziky,
konkrétneˇ pomocí kinetické teorie. Výhoda tohoto popisu je ta, že oproti mikroskopickému popisu ne-
musí rˇešit problém s výpocˇetní nárocˇností prˇi velkém pocˇtu cˇástic a oproti makroskopickému popisu
nebere systém (tekutinu) jako celek, což mu˚že být naprˇíklad v prˇípadeˇ rˇídkých plynu˚ prˇíliš velká apro-
ximace. Tento popis, cˇasto nazývaný mesoskopický, je jakýmsi mezicˇlánkem mezi klasickým mikrosko-
pickým popisem, u neˇhož stav celého systému získáme ze znalosti stavu˚ všech cˇástic, a makroskopic-
kým popisem, u neˇhož naopak na systém pohlížíme jako na celek a stav systému získáme vyrˇešením
Navierových–Stokesových rovnic. Odvození Lattice–Boltzmannovy rovnice provedeme v trojrozmeˇr-
ném prostoru. Rovnice pro nižší dimenzi lze poté odvodit analogicky.
Prˇedpokládejme systém o N cˇásticích stejné hmotnosti m [kg] v objemu V [m3]. Necht’ Ξ ≡ R3
je prostor hybností. Každá cˇástice má v cˇase t sourˇadnici ~x = (x1, x2, x3) a hybnost ~p = (p1, p2, p3).
Celkový systém N cˇástic je poté charakterizován sourˇadnicí (x,p) v µ-fázovém prostoru s mírou
dµ(t) =
N∏
i=1
d~xi(t) d~pi(t), (1.18)
kde x = (~x1, . . . , ~xN) a p = (~p1, . . . , ~pN), d~x = dx1 dx2 dx3.
Celkový stav systému tedy odpovídá jedné sourˇadnici ve fázovém prostoru. Tento stav se nazývá
mikrostav a odpovídá bodu (x,p) v 6N dimenzionálním fázovém prostoru. Cˇasový vývoj (oznacˇován též
jako fázová trajektorie) bodu ve fázovém prostoru mu˚žeme urcˇit z Hamiltonových rovnic
∂~x j
∂t
=
∂H
∂~p j
, (1.19)
∂~p j
∂t
= −∂H
∂~x j
, (1.20)
kde H(x,p) je Hamiltonián daného systému, j = 1, 2, . . . ,N, prˇicˇemž budeme používat znacˇení(
∂~x
∂t
)
i
=
∂xi
∂t
, i ∈ {1, 2, 3}, (1.21)
respektive (
∂H
∂~x
)
i
=
∂H
∂xi
, i ∈ {1, 2, 3}. (1.22)
Makrostav daného systému je stav definovaný stavovými velicˇinami (naprˇ.: teplotou, energií, tlakem,
pocˇtem cˇástic). Prostor všech makrostavu˚ systému je mnohem menší, než fázový prostor urcˇený mik-
rostavy, viz [10], a proto na každý makrostav prˇipadá neˇkolik mikrostavu˚. Statistickým souborem poté
nazveme soubor nezávislých identických systému˚ takových, že každý systém je v daném makrostavu a v
jistém mikrostavu. Necht’ je statistický soubor tvorˇen obecneˇN systémy a necht’ každý systém je popsán
reprezentativním bodem ve fázovém prostoru. Necht’ dále dN(x,p, t) je rovno pocˇtu reprezentativních
bodu˚ v infinitezimálním fázovém objemu v okolí bodu (x,p).
Definujme hustotu fázového prostoru %(x,p, t) jako
%(x,p, t) dµ(t) = lim
N→∞
dN(x,p, t)
N , (1.23)
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viz [10]. Takto zavedená hustota splnˇuje ∫
VN×ΞN
% dµ = 1, (1.24)
kde VN ×ΞN ⊆ R6N . Pro výpocˇet strˇední hodnoty makroskopických velicˇin nám poslouží vztah, viz [10],
〈A〉(t) =
∫
VN×ΞN
%(x,p, t) A(x,p, t) dµ(t). (1.25)
Hustotou fázového prostoru se zabývá následující Liouvilleova veˇta.
Tvrzení 1 (Liouvilleova veˇta)
Hustota fázového prostoru % splnˇuje rovnost d%dt = 0.
Du˚kaz prˇechozího tvrzení 1 lze nalézt naprˇíklad v [10]. Liouvilleovu veˇtu lze interpretovat tak, že hustota
fázového prostoru se chová jako hustota nestlacˇitelné tekutiny.
Od statistického souboru odpovídajícímu makrostavu rovnovážného stavu požadujeme aby jeho hus-
tota fázového prostoru byla nezávislá na cˇase, tj
∂%(eq)
∂t
= 0. (1.26)
Liouvilleovu rovnici lze rozepsat do tvaru
d%
dt
=
∂%
∂t
+
N∑
i=1
(
∂%
∂~pi
· ∂~pi
∂t
+
∂%
∂~xi
· ∂~xi
∂t
)
= 0. (1.27)
Dosazením (1.19), (1.20) do (1.27) dostaneme
∂%
∂t
=
N∑
i=1
[
∂%
∂~pi
· ∂H
∂~xi
− ∂%
∂~xi
· ∂H
∂~pi
]
, (1.28)
Pro jednoduchost znacˇení se zavádí Poissonovy závorky.
Definice 1 (Poissonovy závorky)
Meˇjme funkce h1 = h1(~x, ~p, t), h2 = h2(~x, ~p, t) definované na µ-fázovém prostoru. Poté definujme binární
operátor na µ-fázovém prostoru vztahem
{h1,h2} =
N∑
i=1
[
∂h1
∂~xi
· ∂h2
∂~pi
− ∂h1
∂~pi
· ∂h2
∂~xi
]
, (1.29)
prˇicˇemž operátor {·,·} nazveme Poissonovy závorky.
Rovnici (1.28) lze pak prˇepsat pomocí Poissonových závorek do tvaru
∂%
∂t
= −{%,H} (1.30)
Podmínku (1.26) pro rovnováhu mu˚žeme s použitím prˇedchozí rovnice (1.30) prˇepsat do tvaru
{%(eq),H} = 0. (1.31)
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Jedno z možných rˇešení prˇedchozí rovnice (1.31) je tvaru
%(eq) ∝ e− HkB T , (1.32)
kde kB = 1,38064852 · 10−23 kg m2 s−2 K−1 je Boltzmannova konstanta. Takto zavedenou hustotu fázo-
vého prostoru lze chápat jako N-cˇásticovou distribucˇní funkci. Ta ale nese v sobeˇ více informací, než k
popisu vývoje systému potrˇebujeme, jelikož prˇedpokládáme, že jsou cˇástice nerozlišitelné, viz [24].
Naším cílem je pomocí níže zavedené jednocˇásticé distribucˇní funkce popsat vývoj celého systému,
a proto definujme jednocˇásticovou distribucˇní funkci vztahem
f1(~x1, ~p1, t) = N
∫
VN−1×ΞN−1
%(~x1, ~p1, ~x2, ~p2, . . . , ~xN , ~pN ,t)
N∏
i=2
d~xi d~pi, (1.33)
kde opeˇt VN−1×ΞN−1 ⊆ R6(N−1). Jednocˇásticová distribucˇní funkce nám udává s jakou pravdeˇpodobností
nalezneme cˇástici v bodeˇ ~x1 s hybností ~p1 v cˇase t. Obdobneˇ s-cˇásticovou distribucˇní funkci lze zavést
vztahem
fs(~x1, ~p1, ~x2, ~p2, . . . ,~xs, ~ps, t) =
N!
(N − s)!
∫
VN−s×ΞN−s
%(x,p, t)
N∏
i=s+1
d~xi d~pi, (1.34)
viz [10], kde s ≤ N. Pro jedno-cˇásticovou distribucˇní funkci dále z rovnice (1.24) vyplývá∫
R6N
f1(~x, ~p, t) d~x d~p = N. (1.35)
Pomocí jednocˇásticové distribucˇní funkce lze zavést následující makroskopické velicˇiny, se kterými
budeme dále pracovat:
n(~x,t) =
N(~x,t)
V
=
∫
Ξ
f1(~x, ~p, t) d~p, (1.36)
ρ(~x,t) = m
∫
Ξ
f1(~x, ~p, t) d~p, (1.37)
~u(~x,t) =
1
ρ(~x,t)
∫
Ξ
f1(~x, ~p, t)~p d~p, (1.38)
kde n(~x, t) [m−3] oznacˇuje objemovou hustotu pocˇtu cˇástic, ρ(~x, t) [kg m−3] makroskopickou hustotu
tekutiny, ~u(~x, t) [m s−1] makroskopickou rychlost dané tekutiny.
Pro další postup prˇi odvozování Boltzmannovy transportní rovnice zaved’me velicˇinu %s jako
%s =
∫
V (N−s)×Ξ(N−s)
%(x,p, t)
N∏
i=s+1
d~xi d~pi. (1.39)
Pro s-cˇásticovou distribucˇní funkci poté máme
fs =
N!
(N − s)!%s. (1.40)
Z rovnice (1.39) vyplývá
%N = %. (1.41)
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1.2.1 BBGKY hierarchie
K urcˇení s-cˇásticové hustoty %s použijeme BBGKY hierarchii (zkratka je odvozena z pocˇátecˇních
písmen jmen autoru˚ Bogouliubov, Born, Green, Kirkwood, Yvon). Uvažujme, že pro pocˇet cˇástic daného
systému platí N ∝ O(1023). Pro takto uvažovaný systém lze sestavit Hamiltonián ve tvaru
H(x,p) =
1
2m
N∑
i=1
~p 2i +
N∑
i=1
U(~xi) +
1
2
N∑
i=1
N∑
j=1
ψ(~xi − ~x j), (1.42)
kde U [kg m2 s−2] je potenciál vneˇjších sil, tj. ~F = −∇U, kde ~F [kg m s−2] je vektor vneˇjších sil, a
ψ [kg m2 s−2] je potenciál binárních srážek. Jiné než binární srážky nebudeme brát v definici Hamiltoni-
ánu (1.42) v úvahu. Dále prˇedpokládejme, že
ψ(~x) = 0 (1.43)
pro ‖~x ‖  `, kde ` [m] je velikost rˇádoveˇ odpovídající velikosti atomu (` ∼ 10−10m). Hamiltonián z
rovnice (1.42) mu˚žeme separovat, tj. rozdeˇlit a rozepsat do tvaru
H = Hs + HN−s + H′, (1.44)
kde
Hs =
1
2m
s∑
i=1
~p 2i +
s∑
i=1
U(~xi) +
1
2
s∑
i=1
s∑
j=1
ψ(~xi − ~x j), (1.45)
HN−s =
1
2m
N∑
i=s+1
~p 2i +
N∑
i=1+s
U(~xi) +
1
2
N∑
i=1+s
N∑
j=1+s
ψ(~xi − ~x j), (1.46)
H′ =
s∑
i=1
N∑
j=s+1
ψ(~xi − ~x j), (1.47)
prˇicˇemž H′ je ta cˇást Hamiltoniánu, která zahrnuje energii vzájemné interakce.
Zderivujeme-li parciálneˇ s-cˇásticovou distribucˇní funkci podle cˇasu, dostaneme z rovnice (1.40)
vztah
∂ fs
∂t
=
N!
(N − s)!
∂%s
∂t
. (1.48)
Dále z rovnice (1.39) plyne
∂%s
∂t
=
∫
VN−s×ΞN−s
∂%
∂t
N∏
i=s+1
d~xi d~pi. (1.49)
Dosazením vztahu (1.28) do prˇedchozí rovnice (1.49) dostaneme
∂ fs
∂t
= − N!
(N − s)!
∫
VN−s×ΞN−s
{%,H}
N∏
i=s+1
d~xi d~pi. (1.50)
Pro Poissonovy závorky evidentneˇ platí vztah
{A,B + C} = {A,B} + {A,C}, (1.51)
kde A, B,C jsou libovolné funkce od sourˇadnic ~x, hybnosti ~p a cˇasu t, a proto lze rovnici (1.50) rozdeˇlit
na soucˇet 3 cˇlenu˚ dosazením vztahu (1.44). Podívejme se na tyto trˇi cˇleny blíže.
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Pro cˇlen obsahující Hs platí
−
∫
VN−s×ΞN−s
{%,Hs}
N∏
i=s+1
d~xi d~pi = −
∫
VN−s×ΞN−s
 N∑
j=1
∂ρ
∂~x j
· ∂Hs
∂~p j
− ∂ρ
∂~p j
· ∂Hs
∂~x j
 N∏
i=s+1
d~xi d~pi =
= −
N∑
j=1


∫
VN−s×ΞN−s
∂ρ
∂~x j
N∏
i=s+1
d~xi d~pi
 · ∂Hs∂~p j −

∫
VN−s×ΞN−s
∂ρ
∂~p j
N∏
i=s+1
d~xi d~pi
 · ∂Hs∂~x j
 =
= −


∫
VN−s×ΞN−s
%
N∏
i=s+1
d~xi d~pi
 ,Hs
 = −{%s,Hs}, (1.52)
kde druhá rovnost platí díky tomu, že cˇleny Hs nezávisí na integracˇních promeˇnných.
Pro cˇlen obsahující HN−s dostaneme
−
∫
VN−s×ΞN−s
{%,HN−s}
N∏
i=s+1
d~xi d~pi =
∫
VN−s×ΞN−s
N∑
j=1
[
∂%
∂~p j
· ∂HN−s
∂~x j
− ∂%
∂~x j
· ∂HN−s
∂~p j
] N∏
i=s+1
d~pi d~xi. (1.53)
Dosazením vztahu (1.46) do rovnice (1.53) dostaneme
−
∫
VN−s×ΞN−s
{%,HN−s}
N∏
i=s+1
d~xi d~pi =
=
∫
VN−s×ΞN−s
N∑
j=1
∂%
∂ ~p j
· ∂
∂~x j
 12m
N∑
k=s+1
~p 2k +
N∑
k=1+s
U(~xk) +
1
2
N∑
k=1+s
N∑
l=1+s
ψ(~xk − ~xl)
−
− ∂%
∂x j
· ∂
∂p j
 12m
N∑
k=s+1
~p 2k +
N∑
k=1+s
U(~xk) +
1
2
N∑
k=1+s
N∑
l=1+s
ψ(~xk − ~xl)
 N∏
i=s+1
d~xi d~pi =
=
∫
VN−s×ΞN−s
 N∑
j=s+1
∂%
∂~p j
·
∂U(~x j)∂~x j + 12
N∑
k=s+1
∂ψ(~x j − ~xk)
∂~x j
 − 1m ∂%∂~x j · ~p j
 N∏
i=s+1
d~xi d~pi. (1.54)
U cˇlenu prˇedchozí rovnice (1.54) za posledním rovnítkem je dobré si povšimnout, že soucˇinitelé parci-
álních derivací hustoty nezávisí na hybnosti nebo na sourˇadnici a pomocí Greenovy formule lze ukázat,
že ∫
VN−s×ΞN−s
{%,HN−s}
N∏
i=s+1
d~xi d~pi = 0. (1.55)
Pro poslední cˇlen obsahující H′ platí
−
∫
VN−s×ΞN−s
{
%,H′
} N∏
i=s+1
d~xi d~pi =
∫
VN−s×ΞN−s
N∑
j=1
(
∂%
∂~p j
· ∂H
′
∂~x j
− ∂%
∂~x j
· ∂H
′
∂~p j
) N∏
i=s+1
d~xi d~pi =
=
∫
VN−s×ΞN−s
 s∑
k=1
∂%
∂~pk
·
N∑
j=s+1
∂ψ(~xk − ~x j)
∂~xk
+
N∑
j=s+1
∂%
∂~p j
·
s∑
k=1
∂ψ(~x j − ~xk)
∂~x j
 N∏
i=s+1
d~xi d~pi, (1.56)
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prˇicˇemž cˇlen ∂H
′
∂ ~p j
je roven nule ∀ j ∈ {1, 2, . . . ,N} nebot’ H′ nezávisí na hybnosti. Druhý cˇlen rovnice
(1.56) v hranaté závorce je roven nule, což se dá ukázat opeˇt aplikací Greenovy formule, a první cˇlen lze
zjednodušit díky symetrii potenciálu ψ na tvar
−
∫
VN−s×ΞN−s
s∑
k=1
∂%
∂~pk
·
N∑
j=s+1
∂ψ(~xk − ~x j)
∂~xk
N∏
i=s+1
d~xi d~pi =
= (N − s)
∫
VN−s×ΞN−s
s∑
k=1
∂ψ(~xk − ~xs+1)
∂~xk
· ∂%
∂~pk
N∏
i=s+1
d~xi d~pi =
= (N − s)
s∑
k=1
∫
V×Ξ
∂ψ(~xk − ~xs+1)
∂~xk
∂
∂~pk

∫
VN−s−1×ΞN−s−1
%
N∏
i=s+2
d~xi d~pi
 d~xs+1 d~ps+1. (1.57)
Z prˇedešlých úprav vyplývá, že rovnici (1.50) lze prˇepsat do tvaru
∂ fs
∂t
− {Hs, fs} =
s∑
i=1
∫
V×Ξ
∂ψ(~xi − ~xs+1)
∂~xi
∂ fs+1
∂~pi
d~xs+1 d~ps+1. (1.58)
Rovnice (1.58) je známá jako BBGKY hierarchie. Cˇlen na levé straneˇ v rovnici (1.58) popisuje šírˇení
cˇástic a cˇlen na pravé straneˇ srážky s cˇástic s N − s zbývajícími.Vidíme, že parciální cˇasová derivace
funkce fs závisí na fs+1. Tuto závislost se dále pokusíme odstranit tak, abychom získali rovnici, v níž
bude vystupovat pouze s-cˇásticová distribucˇní funkce fs.
1.2.2 Boltzmannova transportní rovnice
Naším zámeˇrem v tomto odstavci je získat rovnici obsahující pouze jednocˇásticovou distribucˇní
funkci. Zameˇrˇme se nyní na první dveˇ rovnice hierarchie (1.58), tj. pro s = 1,2, a rozepišme je.[
∂
∂t
− ∂U
∂~x1
∂
∂~p1
+
~p1
m
∂
∂~x1
]
f1(~x1, ~p1, t) =
∫
V×Ξ
∂ψ(~x1 − ~x2)
∂~x1
∂ f2(~x1, ~p1, ~x2, ~p2, t)
∂~p1
d~x2 d~p2, (1.59)
[
∂
∂t
− ∂U
∂~x1
∂
∂~p1
− ∂U
∂~x2
∂
∂~p2
+
~p1
m
∂
∂~x1
+
~p2
m
∂
∂~x2
− ∂ψ(~x1 − ~x2)
∂~x1
(
∂
∂~p1
− ∂
∂~p2
)]
f2(~x1, ~p1, ~x2, ~p2, t) =
=
∫
V×Ξ
[
∂ψ(~x1 − ~x3)
∂~x1
∂
∂~p1
+
∂ψ(~x2 − ~x3)
∂~x2
∂
∂~p2
]
f3(~x1, ~p1, ~x2, ~p2, ~x3, ~p3, t) d~x3 d~p3. (1.60)
Všechny cˇleny v hranatých závorkách mají rozmeˇr s−1, a proto zavedeme následující cˇasové intervaly a
provedeme k nim rozmeˇrovou analýzu.
První cˇasový interval oznacˇme τU a zaved’me ho nejprve neformálním, prˇesto v literaturˇe [10], [24]
se vyskytujícím zpu˚sobem, tj.
1
τU
∝ ∂U
∂~x
∂
∂~p
. (1.61)
Cˇasový interval τU lze chápat jako dobu, beˇhem níž dojde ke zmeˇneˇ potenciálu U v rámci charakteris-
tické vzdálenosti L, tedy, viz [10],
τU ≈ L
vr
, (1.62)
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kde vr [m s−1] je charakteristická rychlost cˇástic plynu prˇi pokojové teploteˇ, tj. 20◦C. Vhodneˇjší zpu˚sob
pro zavedení cˇasu τU by byl
1
τU
∝ |∆U |‖∆~x ‖
1
‖∆~p ‖ , (1.63)
kde ∆ bereme jako infinitezimální zmeˇnu. Díky (1.62) lze τU udeˇlat libovolneˇ velký. Obdobným, opeˇt
neformálním, prˇesto v literaturˇe vyskytujícím se zpu˚sobem zavedeme i další cˇasového interval τc,
1
τc
∝ ∂ψ
∂~x
∂
∂~p
. (1.64)
prˇicˇemž τc nazveme kolizním cˇasovým intervalem, nebot’ odpovídá prˇibližneˇ dobeˇ, beˇhem níž probíhá
srážka mezi cˇásticemi. Je to doba, beˇhem níž se cˇástice nacházejí maximálneˇ v efektivní vzdálenosti `.
Formálneˇji bychom kolizní cˇasový interval meˇli zavést pomocí následující vztahu
1
τc
∝ ‖∆ψ‖‖∆~x‖
1
‖∆~p‖ . (1.65)
Prˇedpokládejme, že τc tvorˇí nejmenší uvažovaný cˇasový interval, cˇímž dostáváme, že cˇlen
∂ψ
∂~x má nejveˇtší
vliv a v rovnicích (1.59) a (1.60) udává, jak rychle se bude distribucˇní funkce meˇnit.
Nakonec zaved’me hlavní volný cˇas τx jako cˇasový interval tak, že
1
τX
∝
∫
V×Ξ
∂ψ
∂~x
∂
∂~p
(
fs+1
fs
)
d~x d~p. (1.66)
Dále platí, viz [10],
τX ≈ τcn`3 , (1.67)
kde n = NV . Cˇasový interval τX charakterizuje cˇasový interval mezi srážkami a pro srážky na krátkou
vzdálenost, tj. (1.43), patí, viz [10],
τc
τX
 1. (1.68)
V rovnici (1.59) pro funkci f1 vystupuje kolizní cˇlen pouze na pravé straneˇ rovnice. Oproti tomu
v dalších rovnicích BBGKY hierarchie vystupuje již kolizní cˇlen na obou stranách rovnice a pro rˇídký
plyn je cˇlen na pravé straneˇ v teˇchto rovnicích mnohem menší, než cˇlen na levé straneˇ díky (1.68). Proto
zanedbáme vliv 3, 4, . . . , N-té rovnice BBGKY hierarchie a položíme pravou stranu rovnice (1.60) rovnu
nule, nebot’ je úmeˇrná n`3 a prˇedpokládáme, že n`3  1. Dále berme v potaz cˇasové rozdíly delší než τc
a kratší než τU , cˇímž lze zanedbat cˇlen obsahující potenciál U. Dostaneme tak rovinci, viz [24],(
∂
∂t
+
~p1
m
∂
∂~x1
+
~p2
m
∂
∂~x2
− 1
2
∂ψ(~x1 − ~x2)
∂~x1
[
∂
∂~p1
− ∂
∂~p2
])
f2 ≈ 0. (1.69)
Dále se pokusíme upravit tvar kolizního operátoru na pravé straneˇ rovnice (1.59). Víme, že ρ2(~x1, ~p1, ~x2, ~p2, t)
udává pravdeˇpodobnost nalezení jedné cˇástice systému se sourˇadnicí (~x1, ~p1) a druhé se sourˇadnicí
(~x2, ~p2) v cˇase t. Budeme-li prˇedpokládat, že jsou cˇástice v dostatecˇné vzdálenosti, mu˚žeme aproximovat
dvou-cˇásticovou distribucˇní funkci f2 pomocí jedno-cˇásticové distribucˇní funkce f1 tak, že
f2(~x1, ~p1, ~x2, ~p2, t) ≈ f1(~x1, ~p1, t) f1(~x2, ~p2, t), (1.70)
pro ‖~x1 − ~x2 ‖  `, viz [24]. Naším cílem, viz prˇedpoklad (1.43), je prˇejít stejným zpu˚sobem od dvou-
cˇásticové distribucˇní funkce k jednocˇásticové distribucˇní funkci pro ‖~x1 − ~x2 ‖  `. Díky zavedeným
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cˇasovým intervalu˚m mu˚žeme usoudit z rovnic (1.69) a (1.59), že distribucˇní funkce f1 se meˇní na veˇtším
cˇasovém intervalu, než f2.
Položme dále
~X =
(
~x1 + ~x1
2
)
, (1.71a)
~x = ~x2 − ~x1, (1.71b)
~P = ~p1 + ~p2, (1.71c)
~p =
1
2
(~p1 − ~p2). (1.71d)
Prˇedpokládejme, že f2 se meˇní pomaleji vu˚cˇi sourˇadnici ~X než vu˚cˇi ~x, tj.∥∥∥∥∥∥∂ fˆ2∂~x
∥∥∥∥∥∥ 
∥∥∥∥∥∥∂ fˆ2∂~X
∥∥∥∥∥∥ , (1.72)
kde fˆ2 = fˆ2(~X, ~x, ~P, ~p) vznikla z f2 substitucí (1.71). Z rovnice (1.71b) plyne
∂ fˆ2
∂~x
≈ ∂ f2
∂~x2
≈ −∂ f2
∂~x1
. (1.73)
Z Liouvilleovy veˇty díky malým zmeˇnám distribucˇní funkce fˆ2 v sourˇadnicích ~X, ~P, dostaneme
∂ fˆ2
∂t
≈ 0. (1.74)
Z (1.73) a (1.74) dostaneme pro rovnici (1.69) tvar
∂ψ(~x1 − ~x2)
∂~x1
(
∂
∂~p1
− ∂
∂~p2
)
f2 =
(
~p1 − ~p2
m
)
∂ fˆ2
∂~x
. (1.75)
Oznacˇme pravou stranu rovnice (1.59) symbolem Ω( f2, f2), tj.
Ω( f2, f2) =
∫
V×Ξ
∂ψ(~x1 − ~x2)
∂~x1
∂ f2
∂~p1
d~x2 d~p2. (1.76)
Opeˇt použitím Greenovy formule jako v prˇedchozích prˇípadech se dá ukázat, že∫
V×Ξ
∂ψ(~x1 − ~x2)
∂~x1
∂ f2
∂~p2
d~x2 d~p2 = 0, (1.77)
mu˚žeme rovnici (1.76) prˇepsat na tvar
Ω( f2, f2) =
∫
V×Ξ
∂ψ(~x1 − ~x2)
∂~x1
(
∂
∂~p1
− ∂
∂~p2
)
f2 d~x2 d~p2 (1.78)
a ze vztahu (1.75) máme
Ω( fˆ2, fˆ2) ≈
∫
V×Ξ
(
~p1 − ~p2
m
)
∂ fˆ2
∂~x
d~x d~p2. (1.79)
Podotkneˇme, že v rovnici (1.79) stále prˇedpokládáme, že platí ‖~x1 − ~x2‖ ≤ `.
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Srážky cˇástic
Prˇed odvozením konecˇné podoby kolizního operátoru Boltzmannovy transportní rovnice Ω( f , f ) se
zameˇrˇme na srážky dvou cˇástic. Uvažujme srážku dvou cˇástic o hybnostech ~p1a ~p2 se stejnou hmotností
m. Vztáhneˇme naší vztažnou soustavu k cˇástici s hybností ~p1. Relativní rychlost druhé cˇástice vu˚cˇi první
je rovna
~c = ~c2 − ~c1, (1.80)
kde ~pi = m~ci, i ∈ {1,2}. Prˇedpokládejme, že na cˇástici s hybností ~p1 dopadají cˇástice s relativní rychlostí
~c a položme
I =
N
V
‖~c ‖, (1.81)
kde I [m−2 s−1] udává tok cˇástic s relativní rychlostí ~c. Dále definujme impaktní parametr b [m] a úhel
rozptylu ζ [rad], viz obrázek 1.1.
b
db
dΩ
dσ
φ
ζ
Obrázek 1.1: Ilustrace rozptylu cˇástic.
Z obrázku 1.1 je videˇt, že
dσ = b db dφ, (1.82)
dΩ = sin(ζ) dζ dφ, (1.83)
kde dσ se nazývá úcˇinný pru˚rˇez a dΩ je prostorový úhel, do neˇjž se cˇástice odrazí. Pocˇet cˇástic odraže-
ných do dΩ za jednotku cˇasu je roven I dσ, což lze zapsat jako
I
dσ
dΩ
dΩ = I b db dφ, (1.84)
kde dσdΩ nazýváme diferenciální úcˇinný pru˚rˇez a platí∣∣∣∣∣dσdΩ
∣∣∣∣∣ = bsin(ζ)
∣∣∣∣∣dbdζ
∣∣∣∣∣ . (1.85)
Diferenciální úcˇinný pru˚rˇez dává do souvislosti impaktní parametr b a úhel rozptylu ζ, které tvorˇí cha-
rakteristické velicˇiny pro srážky prˇi daném potenciálu ψ.
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Prˇejdeˇme nyní k cylindrickým sourˇadnicím urcˇenými polohou a na ose ve smeˇru vektoru ~c, impakt-
ním parametrem b a úhlem φ, viz obrázek 1.2.
Kolizní operátor Ω( f , f ) tak prˇejde do tvaru, viz [10],
Ω( f˜2, f˜2) =
∫
Ξ
d~p2 ‖~c1 − ~c2‖
2pi∫
0
dφ
+∞∫
0
db b
a2∫
a1
∂ f˜2
∂a
, (1.86)
prˇicˇemž bychom meˇli správneˇ v posledním integrálu prˇedchozí rovnice (1.86) integrovat od −∞ do ∞,
ale díky (1.43) stacˇí integrovat od a1 do a2, viz obrázek 1.2 a f˜2 vznikne z f2 prˇechodem k cylindrickým
sourˇadnicím v promeˇnné ~x2.
~p1 − ~p2
~p
′
1 − ~p ′2 ~b
φ
~b
a1
`
0 a2
Obrázek 1.2: Srážka dvou cˇástic.
Rovnici (1.86) lze prˇepsat do tvaru
Ω( f˜2, f˜2) =
∫
Ξ
d~p2 ‖~c1 − ~c2‖
2pi∫
0
dφ
+∞∫
0
db b
[
f˜2(~p ′1, ~x1, ~p
′
2, b, a2, φ, t) − f˜2(~p1, ~x1, ~p2, b, a1, φ, t)
]
, (1.87)
kde ~p ′ oznacˇuje hybnost po srážce. Pro srážející se cˇástice platí zákon zachování hybnosti, viz [6],
~p ′1 + ~p
′
2 = ~p1 + ~p2, (1.88)
a zákon zachování energie, viz [6], ze kterého plyne(
~p ′1
)2
+
(
~p ′2
)2
=
(
~p1
)2
+
(
~p2
)2 . (1.89)
V posledním kroku zaved’me prˇedpoklad molekulárního chaosu, což nám umožní zapsat dvou-
cˇásticovou distribucˇní funkci i za podmínky ‖~x1 − ~x2‖ ≤ ` jako
f2(~x1, ~p1, ~x2, ~p2, t) ≈ f1(~x1, ~p1, t) f1(~x1, ~p2, t). (1.90)
Všechny funkce f1 jsou urcˇeny ve stejném bodeˇ prostoru díky prˇedpokladu, že jedno-cˇásticová distri-
bucˇní funkce se nemeˇní na vzdálenost menší než `. Dále prˇejdeme od hybností k rychlostem. S hyb-
nostmi nebudeme dále již pracovat, nebot’ prˇedpokládáme, že všechny cˇástice mají stejnou hmotnost a
pro jednoduchost ve znacˇení nebudeme rozlišovat mezi funkcemi od hybností a rychlosti.
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Konecˇný tvar Boltzmannovy transportní rovnice má poté podobu
∂ f
∂t
+
3∑
i=1
ci
∂ f
∂xi
+
1
m
3∑
i=1
Fi
∂ f
∂ci
= Ω( f , f ) (1.91)
kde jsme v prˇedchozí rovnici (1.91) prˇestali psát dolní index u jednocˇásticové distribucˇní funkce, protože
v dalším postupu budeme pracovat již pouze s jednocˇásticovou distribucí, tj. f1 ≡ f . Levá strana rovnice
(1.91) popisuje pohyb cˇástice v poli vneˇjších sil s potenciálem U a pravá strana popisuje binární srážky
cˇástic. Poznamenejme ješteˇ, že znacˇení kolizního operátoru se dveˇma stejnými argumenty vychází z
faktu, že cˇástice mají stejnou distribucˇní funkci. Kdyby tomu tak nebylo, museli bychom v obecném
prˇípadeˇ psát kolizní operátor ve tvaru
Ω( f , g) =
∫
Ξ
d~c1
+∞∫
0
db
2pi∫
0
dφ
(
g(~x, ~c1
′, t) f (~x, ~c ′, t) − g(~x, ~c1, t) f (~x, ~c, t)
)
‖~c1 − ~c‖ b, (1.92)
kde f , resp. g jsou distribucˇní funkce první, resp. druhé cˇástice.
Kolizní invarianty
Pomocí jednocˇásticové distribucˇní funkce lze získat makroskopické velicˇiny, se kterými budeme dále
pracovat:
ρ(~x, t) e(~x, t) =
m
2
∫
Ξ
(~c − ~u(~x, t) )2 f1(~x, ~c, t) d~c, (1.93)
Tα, β(~x, t) = m
∫
Ξ
(
~c − ~u(~x, t))α (~c − ~u(~x, t))β f1(~x, ~c, t) d~c, (1.94)
Πα, β(~x, t) = m
∫
Ξ
cα cβ f1(~x, ~c, t) d~c = ρ(~x, t) uα(~x, t) uβ(~x, t) + Tα, β(~x, t), (1.95)
~q(~x, t) =
m
2
∫
Ξ
‖~c − ~u(~x, t)‖2 (~c − ~u(~x, t)) f1(~x, ~c, t) d~c, (1.96)
Qα, β, γ(~x, ~c) = m
∫
Ξ
f1(~x, ~c, t) cα cβ cγ d~c, (1.97)
kde α, β, γ ∈ {1, 2, 3}, e [m2 s−2] oznacˇuje specifickou vnitrˇní energii, Tα, β [kg m−1 s−2] složky tenzor
napeˇtí, Πα, β [kg m−1 s−2] složky tenzoru tlaku, ~q [kg s−3] tepelný tok a Qα, β, γ [kg s−3] složky tenzoru
toku vnitrˇní energie, viz [7], a platí
qα =
1
2
3∑
β=1
Qα, β, β. (1.98)
Pro kolizní operátor existuje 5 tzv. kolizních invariantu˚. Kolizním invariantem nazveme funkci ϕ(~c ),
která splnˇuje
ϕ(~c ) + ϕ(~c1) = ϕ(~c ′) + ϕ(~c ′1). (1.99)
Pomocí kolizních invariantu˚ lze ukázat, že rˇešení Boltzmannovy trasportní rovnice (1.91) je v souladu s
rˇešením Navierových–Stokesových rovnic. Pro kolizní invarianty platí rovnost, viz [6],∫
Ξ
ϕ(~c ) Ω
(
f (~x, ~c, t), f (~x, ~c, t)
)
d~c = 0. (1.100)
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Rovnost (1.100) je splneˇna pro funkce, viz [25],
ϕ(~c ) = K, (1.101a)
ϕ(~c ) = c1, (1.101b)
ϕ(~c ) = c2, (1.101c)
ϕ(~c ) = c3, (1.101d)
ϕ(~c ) = ~c 2, (1.101e)
kde ~c = (c1, c2, c3) a K je libovolná konstanta.
Položme 1m ~F = ~g. Vynásobme nyní rovnici (1.91) kolizním invariantem ϕ(~c ) a zintegrujme ji prˇes
Ξ, prˇicˇemž berme od ted’ prostor Ξ jako prostor rychlostí. Tímto dostaneme∫
Ξ
ϕ(~c )
(
∂ f
∂t
+ ~c · ∇ f + ~g · ∇~c f
)
d~c = 0, (1.102)
kde (∇~c)i = ∂∂ci , i = 1, 2, 3. Prˇedpokládejme, že pravdeˇpodobnost nalezení cˇástice s nekonecˇnou rychlostí
je nulová, tj.
lim
‖~c ‖→+∞
ϕ(~c ) f (~x,~c,t) = 0. (1.103)
Pro ϕ(~c ) = m prˇejde rovnice (1.102) do tvaru
m
∫
Ξ
(
∂
∂t
f + ~c · ∇ f + ~g · ∇~c f
)
d~c =
∂ρ
∂t
+ ∇ · (ρ~u) = 0, (1.104)
kde jsme využili faktu, že mikroskopická rychlost~c komutuje s ∂∂t a s∇, viz [1]. Pro ϕ(~c ) = m~c dostaneme
rovnici
3∑
i=1
m
∫
Ξ
(
∂
∂t
(ci f ) + ci ~c · ∇ f + ci ~g · ∇~c f
)
d~c =
∂
∂t
(ρ~u) + ∇ · Π − ρ~g = 0, (1.105)
kde jsme opeˇt využili prˇedpokladu (1.103). Nakonec položme ϕ(~c ) = 12 m~c
2. Z rovnice (1.102) poté
dostaneme
m
2
∫
Ξ
(
∂
∂t
~c 2 f + ~c 2 ~c · ∇ f + ~c 2 ~g · ∇~c f
)
d~c =
=
∂
∂t
12
∫
Ξ
m~c 2 f d~c
 + ∇ ·
12
∫
Ξ
m~c 2 f d~c
 − ρ~u · ~g = 0. (1.106)
Rovnice (1.104) je shodná s rovnicí kontinuity (1.2). Dosadíme-li do rovnice (1.105) vztah pro Π z
rovnice (1.95), dostaneme
∂
∂t
(ρ~u) + ∇ · (ρ~u ⊗ ~u) = −∇ · T + ρ~g, (1.107)
což je rovnice shodná s rovnicí zákona zachování hybnosti (1.3). Rovnice (1.106) s využitím vztahu
(1.96) a (1.5) prˇejde do tvaru,
∂
∂t
(ρE) + ∇ · (ρ~u E) = −∇ · (T~u) − ∇ · ~q + ρ~u · ~g, (1.108)
viz [1]. Prˇedchozí rovnice (1.108) odpovídá rovnici zákonu zachování energie (1.4).
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1.2.3 H-teorém a Maxwellova–Boltzmannova rovnovážná distribucˇní funkce
Pro kinetickou teorii je du˚ležitý pojem termodynamická rovnováha. Tento stav mu˚žeme popsat tak,
že v neˇm zu˚stávají makroskopické velicˇiny konstantní. Prˇedpokládejme, že se každá cˇástice mu˚že po-
hybovat ve všech smeˇrech se stejnou pravdeˇpodobností. Ukážeme, že ve stavu rovnováhy je rˇešením
Boltzmannovy transportní rovnice (1.91) Maxwellova–Boltzmannova distribucˇní funkce.
Z podmínek pro rovnováhu (1.26), (1.31) a rovnice (1.58) dostáváme, že kolizní operátor v Bolt-
zmannoveˇ transportní rovnici (1.91) prˇejde ve stavu rovnováhy do tvaru Ω( f , f ) = 0. Rovnice (1.91) má
tedy tvar
∂ f
∂t
+
3∑
i=1
ci
∂ f
∂xi
+
1
m
3∑
i=1
Fi
∂ f
∂ci
= 0, (1.109)
a nulová hodnota kolizního operátoru odpovídá rovnici
∫
Ξ
d~c2
+∞∫
0
db
2pi∫
0
dφ
[
f (~x, ~c ′1, t) f (~x, ~c
′
2, t) − f (~x, ~c1, t) f (~x, ~c2, t)
]
‖~c1 − ~c2‖ b = 0. (1.110)
Omezme se nyní na homogenní systém v tom smyslu, že distribucˇní funkce f nebude záviset na poloze
~x. Pokud navíc neprˇedpokládáme pu˚sobení vneˇjších sil, tj. ~F = ~0, pak lze rovnici (1.109) psát ve tvaru
∂ f
∂t
= 0. (1.111)
Aby rovnice (1.110) byla splneˇna pro libovolnou funkci f , stacˇí aby byla splneˇna podmínka
f (~c ′1) f (~c
′
2) − f (~c1) f (~c2) = 0. (1.112)
Z rovnice (1.111) plyne, že rovnovážná distribucˇní funkce nezávisí na cˇase. Otázkou je, zdali je podmínka
(1.112) i nutná. S odpoveˇdí na tuto otázku se odvoláme na následující Boltzmannu˚v H-teorém, viz [13].
Tvrzení 2 (Boltzmannu˚v H-teorém)
Oznacˇme
H (t) =
∫
V
d~x
∫
Ξ
d~c f (~x, ~c, t) ln
(
f (~x, ~c, t)
)
. (1.113)
Poté platí
dH (t)
dt
≤ 0 (1.114)
a v termodynamické rovnováze nastává rovnost.
Z tvaru funkceH v prˇedchozí veˇteˇ 2 lze vyvodit, že tato funkce, až na konstantu, odpovídá záporneˇ
vzaté entropii. Tvrzení je tedy v souladu s faktem, že entropie systému neklesá a v rovnováze nabývá
stacionární hodnoty. Cˇasová derivace funkceH , viz [27], je tvaru
dH (t)
dt
=
1
2
∫
V
d~x
∫
Ξ
d~c2
∫
Ξ
d~c1
pi
2∫
− pi2
sin θ dθ
2pi∫
0
dφ
∣∣∣∣∣dσdΩ
∣∣∣∣∣ (θ,φ) ‖~c1 − ~c2‖ ( f (~x, ~c ′1, t) f (~x, ~c ′2, t)−
− f (~x, ~c1, t) f (~x, ~c2, t)
) [
ln
(
f (~x, ~c1, t) f (~x, ~c2, t)
f (~x, ~c ′1, t) f (~x, ~c
′
2, t)
)]
, (1.115)
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kde
∣∣∣ dσdΩ ∣∣∣ jevelikost diferenciálního úcˇinného pru˚rˇezu definovaného vztahem (1.85), θ a φ jsou úhly vyja-
drˇující smeˇry rychlostí ~c a ~c ′.
Argument integrálu ve tvaru (b − a) ln( ab ), kde a, b > 0, je nulový pro a = b a pro a , b je záporný.
Z toho plyne, že pro a , b je integrál (1.115) menší nebo roven nule a rovnost nastává pro a = b, tj. prˇi
rovnováze dané výrazem
f (~x, ~c ′1, t) f (~x, ~c
′
2, t) − f (~x, ~c1, t) f (~x, ~c2, t) = 0. (1.116)
Prˇedchozí podmínka urcˇená rovnicí (1.112) je tedy nutnou podmínkou pro rovnováhu. Necht’ nyní
funkce f (eq) splnˇuje podmínku (1.112), tj.
f (eq)(~c ′1) f
(eq)(~c ′2) = f
(eq)(~c1) f (eq)(~c2). (1.117)
Logaritmováním prˇedchozí rovnice (1.117) získáme
ln
(
f (eq)(~c ′1)
)
+ ln
(
f (eq)(~c ′2)
)
= ln
(
f (eq)(~c1)
)
+ ln
(
f (eq)(~c2)
)
, (1.118)
což je rovnice ve tvaru (1.99). Funkce ln( f (eq)(~c)) je tedy kolizním invariantem. Její tvar budeme hledat
ve formeˇ kombinace kolizních invariantu˚ (1.101a), (1.101b),(1.101c), (1.101d) a (1.101e), viz [24]. Na-
konec zvolíme konstanty tak, aby f (eq) byla normovaná a platil vztah pro strˇední hodnotu energie, viz
[24],
〈E〉 = 3
2
NkBT, (1.119)
cˇímž podle [13] dojdeme k Maxwelloveˇ-Boltzmannoveˇ rovnovážné distribucˇní funkci, která má tvar
f (eq)(~c) =
n
(2pi kBm T )
3
2
exp
(
−m‖~c − ~u ‖
2
2kBT
)
, (1.120)
kde ~u je makroskopická rychlost.
Vyrˇešit Boltzmannovu transportní rovnici (1.91) v obecném prˇípadeˇ není snadné. V roce 1954 Bhat-
nagar, Gross a Krook navrhli tzv. BGK-aproximaci kolizního operátoru ve tvaru:
Ω( f , f ) ≈ ΩBGK = −1
τ
(
f − f (eq)
)
, (1.121)
kde τ [s] je cˇasový parametr urcˇující, jak rychle speˇje systém do rovnováhy. Tato aproximace plyne z
toho, že systém speˇje vlivem srážek do stavu termodynamické rovnováhy.
Lze oveˇrˇit, že aproximace (1.121) je v souladu se zákony zachování hmoty, hybnosti, energie a H-
teorémem, viz [6]. Srážky jsou charakterizovány pomocí parametru τ [s], který se nazývá relaxacˇní cˇas
a odpovídá strˇední hodnoteˇ cˇasu mezi jednotlivými srážkami.
Definujme Prandtlovo cˇíslo vztahem
Pr =
ν
α
=
cpµ
κ
, (1.122)
kde ν [m2 s−1] je kinematická viskozita, α [m2 s−1] tepelná difuzivita, cp [m2 s−2 K−1] meˇrná tepelná
kapacita prˇi stálém tlaku, µ [kg m−1 s−1] dynamická viskozita a κ [kg m s−3 K−1] je tepelná vodivost.
Prandtlovo cˇíslo udává pomeˇr mezi výmeˇnou hybností a energií. Z kinetické teorie plynu˚ vyplývá pro
monoatomický plyn, že Prandtlovo cˇíslo je rovno 2/3, oproti tomu z Boltzmannovy transportní rovnice s
BGK aproximací lze ukázat, že Prandtlovo cˇíslo pro monoatomický plyn je rovno 1, viz [7]. Proto byly
navrženy jiné aproximace kolizního operátoru, prˇi nichž se Prandtlovo cˇíslo neliší od pu˚vodní hodnoty.
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1.3 Chapmanu˚v–Enskogu˚v asymptotický rozvoj
Proto, abychom mohli z rˇešení Boltzmannovy transportní rovnice (1.91) urcˇit explicitní vztah pro
tenzor napeˇtí a tepelný tok tekutiny, z cˇehož dále odvodíme tvar kinematické viskozity a tepelné vodi-
vosti, provedeme tzv. Chapmanu˚v–Enskogu˚v asymptotický rozvoj distribucˇní funkce f . Tento rozvoj je
ve tvaru
f =
∞∑
n=0
n f (n), (1.123)
kde f (n) oznacˇuje n-tý cˇlen asymptotického rozvoje funkce f a  ∝ Kn,  > 0, prˇicˇemž prˇipomenˇme,
že Kn je Knudsenovo cˇíslo definované rovnicí (1.1). S pomocí tohoto rozvoje prˇejdeme od Bolztman-
novy transportní rovnice k Navierovým–Stokesovým rovnicím a srovnáním podoby tlakového tenzoru a
tenzoru napeˇtí získáme tvar kinematické viskozity ν a tepelné vodivosti κ.
Obecneˇ lze tento rozvoj provést pro izotermální i neizotermální systém, viz [25]. Pro další po-
stup prˇedpokládejme Boltzmannovu transportní rovnici (1.91) s kolizním operátorem ve tvaru BGK-
aproximace (1.121). Distribucˇní funkce je explicitneˇ závislá na cˇase. Provedeme-li rozvoj tvaru (1.123),
pak funkce f (n), n ≥ 0, jsou již pouze implicitneˇ závislé na cˇase prostrˇednictvím hustoty ρ, rychlosti ~u a
teploty T , viz [27], tedy nejsou nejobecneˇjší rˇešení Boltzmannovy transportní rovnice (1.91). Na cˇíslo ,
jakožto parametr rozvoje, mu˚žeme, dle [27], nahlížet dveˇma zpu˚soby:
1. Chapmanu˚v–Enskogu˚v rozvoj bereme jako rozvoj do mocninné rˇady a požadujeme, aby || << 1.
2. Cˇíslo  bereme pouze jako parametr, prˇicˇemž na konci odvozování pokládáme jeho hodnotu rovnu
jedné.
Prˇi druhém zpu˚sobu bychom pak mohli formálneˇ psát
f = f (0) + f (1) + f (2) + · · · , (1.124)
prˇicˇemž
f (0) ≈ O(1),
f (1) ≈ O(),
f (2) ≈ O(2).
Náš další postup je prˇevzatý z [14], liší se od klasického Chapmanova–Enskogova rozvoje, který je uve-
den naprˇíklad v [27], a jeho hlavní myšlenka je založena na projekci Boltzmannovy transportní rovnice
(1.91) s BGK aproximací ve tvaru (1.121) do báze Hermiteových polynomu˚. Jelikož lze další postup
provést v obecné dimenzi, oznacˇme symbolem D dimenzi prostoru˚ Ξ a V ≡ RD.
1.3.1 Hermiteovy polynomy
Hermiteovými polynomy rozumíme trˇídu lineárneˇ nezávislých ortogonálních polynomu˚ Hilbertova
prostoru. Skalární soucˇin
〈 f , g〉 =
∫
RD
ω(~x) f (~x) g(~x) d~x (1.125)
je urcˇen tzv. váhovou funkcí, která je obecneˇ pro Hermiteovy polynomy tvaru
ω(~x) =
1
(2pi)
D
2
exp
[
−~x
2
2
]
. (1.126)
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Hermiteovy polynomy tvorˇí ortogonální bázi Hilbertova prostoru se skalárním soucˇinem (1.125).
Pro D = 1 se pomocí funkce ω (1.126) definují jednorozmeˇrné Hermiteovy polynomy H (n)(x) tak,
že
H (n)(x) = (−1)n 1
ω(x)
dn
dxn
ω(x), (1.127)
kde n znacˇí rˇád polynomu, viz [19]. Uved’me prvních neˇkolik Hermiteových polynomu˚:
H (0)(x) = 1, (1.128)
H (1)(x) = x, (1.129)
H (2)(x) = x2 − 1, (1.130)
H (3)(x) = x3 − 3x, (1.131)
H (4)(x) = x4 − 6x2 + 3. (1.132)
Definici D-dimenzionálního Hermiteova polynomu lze psát ve tvaru
H (n)
~α
(~x) = Hα1,...,αn (n)(~x) = (−1)n
1
ω(~x)
∂
∂xα1
· · · ∂
∂xαn
ω(~x), ~x ∈ R, (1.133)
kde α1, α2, . . . , αn ∈ {1, 2, . . . ,D}. Uved’me opeˇt prvních neˇkolik Hermiteových polynomu˚:
H (0) = 1, (1.134)
Hα(1) = xα, (1.135)
Hα1,α2 (2) = xα1 xα2 − δα1, α2 , (1.136)
Hα1,α2,α3 (3) = xα1 xα2 xα3 − (δα1, α2 xα3 + δα1, α3 xα2 + δα3, α2 xα1). (1.137)
Lze ukázat, viz [23], že Hermiteovy polynomy splnˇují rovnost∫
RD
ω(~x)H~α(m)(~x)H~β(n)(~x) d~x = δm, n δ˜~α, ~β, (1.138)
kde m, n ∈ N. Pro ~α, ~β platí, ~α = {α1, α2, . . . , αm}, ~β = {β1, β2, . . . , βn} a δ˜~α, ~β = 1 pokud ~β je neˇjakou
permutací ~α, jinak δ˜~α, ~β = 0.
1.3.2 Zavedení bezrozmeˇrných velicˇin
Pro další postup je trˇeba prˇejít k bezrozmeˇrným jednotkám, nebot’ budeme chtít vyjádrˇit distribucˇní
funkci f v bázi Hermiteových polynomu˚. K tomu budeme potrˇebovat zavést následující bezrozmeˇrné
velicˇiny:
θ =
T
T0
, ~ξ =
~c
c0
, ~˜u =
~u
c0
, ~˜x =
~x
l0
, t˜ =
t
t0
, c0 =
√
kBT0
m0
, ρ˜ =
ρ
ρr
, (1.139)
kde T [K] je teplota, T0 [K] je charakteristická teplota, m0 = 1,66 · 10−27 kg je jednotková moleku-
lární hmotnost, c0 [m s−1] je rychlost zvuku v plynu o teploteˇ T0 obsahujícího molekuly o hmotnosti m0,
l0 [m] je charakteristická délka, t0 [s] je charakteristický cˇas takový, že l0 = c0 t0 a ρr [kg m−3] je cha-
rakteristická hustota tekutiny. Protože prˇedpokládáme, že všechny cˇástice mají stejnou hmotnost m, tak
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po prˇeškálování zmizí rozdíl mezi hustotou cˇástic n a makroskopickou hustotou ρ, proto dále nebudeme
tyto pojmy rozlišovat a budeme používat ve znacˇení pro oba pojmy symbol ρ. Z (1.139) dostaneme
∂
∂t
=
∂˜t
∂t
∂
∂˜t
=
1
t0
∂
∂˜t
, (1.140)
∇ = 1
l0
∇˜. (1.141)
Dosazením prˇedchozích výrazu˚ do (1.91) dostaneme Boltzmannovu transportní rovnici ve tvaru
1
t0
∂ f
∂˜t
+
~c
l0
∇˜ f = −1
τ
( f − f (eq)), (1.142)
S využitím (1.139) lze rovnici (1.142) upravit na tvar
∂ f
∂˜t
+ ~ξ ∇˜ f = −1
τ˜
( f − f (eq)), (1.143)
kde τ˜ = τt0 . Rovnice pro rovnovážné rozdeˇlení (1.120) prˇejde do tvaru
f (eq) =
ρ˜
(2piθ)
D
2
exp
−‖~ξ − ~˜u‖22θ
 . (1.144)
Poznamenejme, že nejen rovnice (1.91), ale i momenty rychlostí
ρ(~x, t) =
∫
Ξ
f (~x, ~c, t) d~c→ ρ˜(~˜x, t) =
∫
Ξ
f (~˜x, ~ξ,t) d~ξ, (1.145)
ρ(~x, t)~u(~x, t) =
∫
Ξ
~c f (~x, ~c, t) d~c→ ρ˜(~˜x, t) ~˜u(~˜x, t) =
∫
Ξ
~ξ f (~˜x, ~ξ, t) d~ξ, (1.146)
2ρ(~x, t) e(~x, t) + ρ(~x, t)~u 2(~x, t) =
∫
Ξ
~c 2 f (~x, ~c, t) d~c→ 2ρ˜(~˜x, t) e(~˜x, t) + ρ˜(~˜x, t)
(
~˜u
) 2
(~˜x, t) =
∫
Ξ
(~ξ)2 f (~˜x, ~ξ, t) d~ξ
(1.147)
si zachovávají svou podobu prˇi prˇechodu k bezrozmeˇrným jednotkám. V dalším postupu budeme pra-
covat se zavedenými bezrozmeˇrnými velicˇinami a pro jednoduchost vynecháme vlnovku nad danými
symboly.
1.3.3 Vyjádrˇení distribucˇní funkce v bázi Hermiteových polynomu˚
Prˇedpokládejme, že rozdeˇlovací funkci f (~x, ~ξ, t) vyjádrˇíme ve tvaru
f (~x, ~ξ, t) = ω(~ξ)
∞∑
n=0
1
n!
D∑
~α=1
a(n)
~α
(~x, t)H (n)
~α
(~ξ), (1.148)
kdeH~α(n) je Hermiteu˚v polynom n-tého rˇádu definovaný vztahem (1.133) a pro sumu prˇes vektor ~α platí
D∑
~α=1
=
D∑
α1=1
D∑
α2=1
· · ·
D∑
αn=1
. (1.149)
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Tento rozvoj lze provést, pokud ω− 12 f je kvadraticky integrabilní funkce, viz [22]. Pro tzv. Hermite-
ovy koeficienty a(n)
~α
(~x, t) platí
a(n)
~α
(~x, t) =
∫
RD
f (~x, ~ξ, t)H (n)
~α
(~ξ) d~ξ, (1.150)
což vyplývá z ortogonality Hermiteových polynomu˚. Hermiteovy koeficienty plneˇ urcˇují rozdeˇlovací
funkci f . Prvních neˇkolik Hermiteových koeficientu˚ pro distribucˇní funkci f je tvaru:
a(0) = ρ, (1.151a)
a(1)α = ρ uα, (1.151b)
a(2)α, β = Tα, β + ρ (uα uβ − δα, β), (1.151c)
a(3)α, β, γ = Qα, β, γ + uα a
(2)
β, γ + uβ a
(2)
α, γ + uγ a
(2)
α, β + (1 − D) ρ uα uβ uγ, (1.151d)
kde α, β, γ ∈ {1, 2, . . . ,D}.
Z prˇedchozích rovnic (1.151) je patrné, že rychlostní momenty n-tého rˇádu jsou urcˇeny pouze koefi-
cienty do n-tého rˇádu, tj. koeficienty vyššího rˇádu než n nemají na tyto momenty vliv, viz [23].
Pro aproximaci Boltzmannovy transportní rovnice (1.91) prˇedpokládejme, že celá rozdeˇlovací funkce
leží v prostoru tvorˇeném Hermiteovými polynomy do rˇádu M, tedy a(n) = 0 pro n > M a položme
f˜ (~x, ~ξ, t) = ω(~ξ)
M∑
n=0
D∑
~α=1
1
n!
a(n)
~α
(~x, t)H (n)
~α
(~ξ), (1.152)
kde M udává rˇád aproximace.
Odvození hydrodynamických rovnic z aproximované rovnovážné distribucˇní funkce
Zameˇrˇme se nyní na to jaký vliv má volba M na prˇesnost prˇedchozí aproximace distribucˇní funkce.
Podívejme se na rozvoj Maxwellovy–Boltzmannovy distribucˇní funkce do báze Hermiteových poly-
nomu˚. Rozvoj je tvaru
f (eq)(~ξ) = ω(~ξ)
M∑
n=0
1
n!
D∑
~α=1
a(eq)(n)
~α
H (n)
~α
(~ξ), (1.153)
prˇicˇemž pro Hermiteovy koeficienty prˇíslušející funkci f (eq) platí
a(eq)(n)
~α
(~x, t) =
∫
RD
f (eq)(~x, ~ξ, t)H (n)
~α
d~ξ. (1.154)
První cˇtyrˇi Hermiteovy koeficienty prˇíslušející funkci f (eq) mají tvar
a(eq)(0)(~x, t) =
∫
RD
f (eq)(~x, ~ξ, t)H (0)(~ξ) d~ξ = ρ(~x, t), (1.155a)
a(eq)(1)α (~x, t) =
∫
RD
f (eq)(~x, ~ξ, t)H (1)α (~ξ) d~ξ = ρ(~x, t) uα(~x, t), (1.155b)
a(eq)(2)α, β (~x, t) =
∫
RD
f (eq)(~x, ~ξ, t)H (2)α, β(~ξ) d~ξ = ρ (~x, t) uα(~x, t) uβ(~x, t) + ρ (~x, t)[θ − 1] δα, β, (1.155c)
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a(eq)(3)α, β, γ (~x, t) =
∫
RD
f (eq)(~x, ~ξ, t)H (3)α, β, γ(~ξ) d~ξ = ρ (~x, t) [uα(~x, t) uβ(~x, t) uγ(~x, t) + (θ − 1) δα, β uγ(~x, t)],
(1.155d)
kde α, β, γ ∈ {1, 2, . . . ,D}. Prˇi výpocˇtu vztahu˚ (1.155) je dobré si povšimnout vztahu
f (eq) =
ρ
(θ)
D
2
ω
~ξ − ~u√
θ
 , (1.156)
kde ω je váhová funkce definovaná vztahem (1.126).
Vynásobme Boltzmannovu transportní rovnici (1.91) s BGK aproximací Hermiteovým polynomem
H (n)
~α
a integrujme ji prˇes rychlostní prostor Ξ. Dostaneme tak rovnici tvaru∫
Ξ
∂ f
∂t
H (n)
~α
d~ξ +
∫
Ξ
D∑
i=1
ξi
∂
∂xi
f H (n)
~α
d~ξ +
∫
Ξ
D∑
i=1
gi
∂ f
∂ξi
H (n)
~α
d~ξ = −1
τ
∫
Ξ
(
f − f (eq)
)
H (n)
~α
d~ξ. (1.157)
Pro první cˇlen na levé straneˇ rovnice (1.157) platí∫
Ξ
∂
∂t
f H (n)
~α
d~ξ =
∂
∂t
∫
Ξ
f H (n)
~α
d~ξ =
∂
∂t
a(n)
~α
, (1.158)
a pro druhý cˇlen platí ∫
Ξ
D∑
i=1
ξi
∂
∂xi
f H (n)
~α
d~ξ =
D∑
i=1
∂
∂xi
(
a(n+1)i; ~α + a
(n−1)
~α,i
)
, (1.159)
prˇicˇemž jsme využili znacˇení
H (n−1)
~α,i =
∂
∂ξi
H (n)
~α
, (1.160a)
H (n)i; ~α = H (n)−−→(i,α). (1.160b)
Trˇetí cˇlen na levé straneˇ rovnice (1.157) upravíme na tvar∫
Ξ
D∑
i=1
gi
∂ f
∂ξi
H (n)
~α
d~ξ = −
D∑
i=1
gi
∫
Ξ
f
∂
∂ξ
H (n)
~α
d~ξ = −
D∑
i=1
gi a
(n−1)
~α,i , (1.161)
prˇicˇemž jsem opeˇt využili (1.160) a vlastnosti, že distribucˇní funkce lim
‖~ξ‖−>∞
f (·, ~ξ, ·) = 0. Boltzmannova
transportní rovnice prˇejde do tvaru
∂
∂t
a(n)
~α
+
D∑
i=1
∂
∂xi
(
a(n+1)
~i;α
+ a(n−1)
~α,i
)
−
D∑
i=1
gi a
(n−1)
~α,i = −
1
τ
∫
Ξ
(
f − f (eq)
)
H (n)
~α
d~ξ. (1.162)
Položíme-li v prˇedchozí rovnici (1.162) za f = f (eq), pak pro n = 0 získáme rovnici
∂ρ
∂t
+ ∇ · (ρ~u) = 0, (1.163)
a pro n = 1
∂(ρ~u)
∂t
+ ∇ (ρθI + ρ~u ⊗ ~u) = ρ~g, (1.164)
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což jsou Eulerovy rovnice zachování hmoty (1.2) a hybnosti (1.3) uvedené v kapitole 1. Dále položme
n = 2 a z dané rovnice vezmeˇme pouze diagonální prvky, získáme tak rovnici
∂
∂t
(
ρ (u j)2 + ρ(θ − 1)
)
+
D∑
i=1
∂
∂xi
(
ρ ui(u j)2 + ρ(θ − 1)(ui + 2δi, ju j) + 2ρδi, ju j
)
−
D∑
i=1
2ρgiu jδi, j = 0,
(1.165)
kde j = 1..D. Vynásobme prˇedchozí rovnice (1.165) 12 a secˇteˇme je. Tím získáme rovnci
∂
∂t
(ρe) − ~u · ∇(ρθ) +
(
D + 2
2
)
∇ · (ρθ~u) = 0, (1.166)
což je rovnice zákona zachování energie. Formálneˇ jsem tedy získali Eulerovy rovnice pro stlacˇitelnou
tekutinu.
Odvození viskozity a tepelné vodivosti z aproximované distribucˇní funkce
Prˇedchozí rovnice jsme získali volbou f = f (eq). V dalším postupu budeme prˇedpokládat, že distri-
bucˇní funkci f mu˚žeme psát ve tvaru
f = f (0) + f (1)Kn + f (2)Kn2 + O(Kn3), (1.167)
tj. volíme  = Kn v Chapmanoveˇ–Enskogoveˇ rozvoji distribucˇní funkce popsaným rovnicí (1.123).
Funkce f (k), k ∈ N0, nejsou explicitneˇ závislé na cˇase. Díky tomu platí
∂ f
∂t
=
∂ f
∂ρ
∂ρ
∂t
+
D∑
α=1
∂ f
∂uα
∂uα
∂t
+
∂ f
∂θ
∂θ
∂t
(1.168)
a dále
∂ f
∂ρ
=
∂ f (0)
∂ρ
+ Kn
∂ f (1)
∂ρ
+ O(Kn2) , (1.169)
∂ f
∂uα
=
∂ f (0)
∂uα
+ Kn
∂ f (1)
∂uα
+ O(Kn2) , (1.170)
∂ f
∂θ
=
∂ f (0)
∂θ
+ Kn
∂ f (1)
∂θ
+ O(Kn2) . (1.171)
Od rozvoje ∂ f∂ρ ,
∂ f
∂uα
a ∂ f∂θ požadujeme, aby v každém rˇádu Kn splnˇoval zákony zachování (1.2), (1.3) a
(1.4). Z této podmínky vyplývá, viz [27, p. 146], že
∂ f
∂t
= Kn
∂(0)
∂t
f (0) + Kn2
(
∂(0)
∂t
f (1) +
∂(1)
∂t
f (0)
)
+ O(Kn3), (1.172)
kde
∂
∂t
= Kn
∂(0)
∂t
+ Kn2
∂(1)
∂t
+ O(Kn3) . (1.173)
Prˇedchozí rozvoj (1.173) parciální cˇasové derivace není nic jiného, než substituce. Zaved’me cˇasové
promeˇnné
ti = Kni t, i ∈ N. (1.174)
Tyto promeˇnné zavádíme, abychom mohli od sebe odlišit procesy jako jsou advekce a difuze. Pro ty nám
stacˇí i = 1, 2. Lze nahlédnout, že substitucí z prˇedchozího vztahu (1.174) dostaneme vztah 1.173.
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Pro prostorový gradient postacˇí vzít rozvoj pouze do prvního rˇádu v Kn, proto položme
∇ = Kn∇(0), (1.175)
viz [27]. Pro rychlostní gradient vezmeme též rozvoj do prvního rˇádu Kn, a proto položíme, viz [1],
∇~ξ = Kn∇(0)~ξ . (1.176)
BGK kolizní operátor je po dosazení (1.167) do (1.121) tvaru
Ω( f , f ) = −1
τ
(
Kn f (1) + Kn2 f (2) + O(Kn3)
)
. (1.177)
Separujme nyní cˇleny Boltzmannovy transportní rovnice (1.143) s dosazeným rozvojem (1.167)
podle rˇádu Knudsenova cˇísla. Dá se ukázat, viz [22], že porovnáním cˇlenu˚ se stejným rˇádem Knudsenova
cˇísla platí vztah
f (k+1) = −τ
 k∑
m=0
∂(k)
∂t(k)
f (m) + ~ξ · ∇(0) f (k) + ~g · ∇(0)
~ξ
f (k)
 . (1.178)
Necht’ dále a(k)(n)
~α
je Hermiteu˚v koeficient prˇíslušející funkci f (k), tj
a(k)(n)
~α
=
∫
Ξ
f (k)(~ξ)H (n)
~α
(~ξ) d~ξ. (1.179)
Konkrétneˇ pro k = 0 máme rovnici
f (1) = −τ
[
∂
∂t
f (0) + ~ξ · ∇ f (0) + ~g · ∇~ξ f (0)
]
, (1.180)
prˇicˇemž jsme prˇestali psát horní indexy u rozvoju˚ prostorového a rychlostního operátoru nabla a ztotož-
nili jsme ∂∂t =
∂(0)
∂t . Provedeme-li projekci prˇedchozí rovnice (1.180) do báze Hermiteových polynomu˚
H (n)
~α
, dostaneme rovnici
a(1)(n)
~α
= −τ
∂a(0)(n)~α∂t +
D∑
i=1
∂
∂xi
(
a(0)(n+1)i;~α + a
(0)(n−1)
~α,i
)
−
D∑
i=1
gi a
(0)(n−1)
~α,i
 . (1.181)
Pro urcˇení tvaru
∂a(0)(n)
~α
∂t prˇepíšeme cˇasovou derivaci podle zachovávajících se velicˇin, viz [1]. Tímto do-
staneme
∂
∂t
a(0)(n)
~α
= −∂a
(0)(n)
~α
∂ρ
∇·(ρ~u)+ ∂a
(0)(n)
~α
∂(ρ~u)
·(ρ~g − ∇ · (ρθI + ρ~u ⊗ ~u))+ ∂a(0)(n)~α
∂(ρe)
(
(~u · ∇)ρθ −
(
D + 2
2
)
∇ · (ρθ~u)) ,
(1.182)
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prˇicˇemž byly použity vztahy (1.163), (1.164) a (1.166) pro Eulerovy rovnice. Podobu cˇlenu a(0)(n) již
známe pro n = 0, 1, 2, 3.. Mu˚žeme tedy urcˇit derivace v (1.182).
∂a(0)(0)
∂ρ
= 1, (1.183a)
∂a(0)(1)α
∂ρ
= 0, (1.183b)
∂a(0)(2)α β
∂ρ
= −uα uβ − δα, β, (1.183c)
∂a(0)(3)α, β, γ
∂ρ
= −2uα uβ uγ − θ
(
δα, β uγ + δα, γuβ + δβ, γ uα
)
, (1.183d)
∂a(0)(0)
∂(ρuα)
= 0, (1.183e)
∂a(0)(1)α
∂(ρuβ)
= δα, β, (1.183f)
∂a(0)(2)α, β
∂(ρuγ)
= δα, γ uβ + δβ, γ uα, (1.183g)
∂a(0)(3)α, β, γ
∂(ρuι)
= uα uβ δγ, ι + uα uγ δβ, ι + uβ uγ δα, ι, (1.183h)
∂a(0)(0)
∂(ρe)
= 0, (1.183i)
∂a(0)(1)α
∂(ρe)
= 0, (1.183j)
∂a(0)(2)α, β
∂(ρe)
=
2
D
δα, β, (1.183k)
∂a(0)(3)α, β, γ
∂(ρe)
=
2
D
(
δα, β uγ + δα, γ uβ + δβ, γ uα
)
, (1.183l)
kde α, β, γ, ι ∈ {1, 2, . . . ,D}. Ze znalosti prˇedchozích Hermiteových koeficientu˚ (1.183) lze s využitím
rovnice (1.181) dopocˇítat podobu a(1)(n)
~α
. Dostáváme tedy
a(1)(0) = a(1)(1)α = 0, (1.184a)
a(1)(2)α, β = −τ ρ θΛα, β, (1.184b)
a(1)(3)α, β, γ = −τ ρ θ
(
Λα, β uγ + Λα, γ uβ + Λβ, γ uα
)
+
(
δα, β
∂θ
∂xγ
+ δα, γ
∂θ
∂xβ
+ δβ, γ
∂θ
∂xα
)
, (1.184c)
prˇicˇemž
Λα, β =
∂uα
∂xβ
+
∂uβ
∂xα
− δα, β 2D
D∑
γ=1
∂uγ
∂xγ
. (1.185)
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Jak již bylo uvedeno na zacˇátku této kapitoly, naším cílem je urcˇit tvar viskozity a tepelné vodivosti.
Proto se podívejme na tvar tenzoru napeˇtí T a na tepelný tok ~q. Prˇi dosazení (1.167) do vzorcu˚ pro tenzor
napeˇtí (1.94) a tepelnou vodivost (1.96) mu˚žeme psát
T = T(0) + T(1), (1.186)
~q = ~q (0) + ~q (1), (1.187)
prˇicˇemž T(k), resp ~q (k) znamená, že jsme do vzorce pro tenzor tlaku (1.94), resp. tepelný tok (1.96)
dosadili k-tý cˇlen asymptotického rozvoje funkce f a  v rozvoji jsme položili rovno jedné. Pro tenzor
napeˇtí platí
T(n)α β(~x, t) =
∫
Ξ
(
~ξ − ~u(~x, t)
)
α
(
~ξ − ~u(~x, t)
)
β
f (n)(~x, ~ξ, t) d~ξ =
=
∫
Ξ
(
ξαξβ − ξαuβ(~x, t) − uα(~x, t)ξβ − uα(~x, t)uβ(~x, t)
)
f (n)(~x, ~ξ, t) d~ξ =
=
∫
Ξ
(
H (2)α, β −H (1)α uβ(~x, t) −H (1)β uα(~x, t) + δα, βH (0) + uα(~x, t)uβ(~x, t)H (0)
)
f (n)(~x, ~ξ, t) d~ξ =
= a(n)(2)α, β (~x, t) + δα, β a
(n)(0)(~x, t) − uβ(~x, t) a(n)(1)α (~x, t) − uα(~x, t) a(n)(1)β (~x, t) + uα(~x, t) uβ(~x, t) a(n)(0)(~x, t),
(1.188)
kde α, β ∈ {1, 2, . . . ,D}. Pro tepelný tok obdobným postupem dostaneme
q(n)α (~x, t) =
1
2
∫
Ξ
(
~ξ − ~u(~x, t)
)
α
 D∑
β=1
(
ξ − u(~x, t))2β
 f (n)(~x, ~ξ, t) d~ξ =
=
1
2
∫
Ξ
D∑
β=1
[
H (3)α, β, β − 2H (2)α, βuβ(~x, t) −H (2)β, βuα(~x, t) +H (1)α uβ(~x, t)uβ(~x, t) + 2H (1)β uα(~x, t)uβ(~x, t)−
−H (0)
(
uα(~x, t)uβ(~x, t)uβ(~x, t) + (D + 2)uα
) ]
f (n)(~x, ~ξ, t) d~ξ. (1.189)
Položíme-li n = 0 dostaneme
~q (0)(~x, t) = 0, (1.190)
T(0)α, β(~x, t) = ρ θδα, β, ∀~x ∈ V. (1.191)
Pro n = 1 dostaneme
q(1)α (~x, t) =
1
2
(
a(1)(3)α, β, β − 2uβa(1)(2)α, β
)
= −τρθ
(
D + 2
2
)
∂θ
∂xα
, (1.192)
T(1)α, β(~x, t) =
∫
Ξ
H (2)α, β f (1) d~ξ = −τρθΛα, β, ∀~x ∈ V. (1.193)
Srovnáme-li podobu získaného tenzoru napeˇtí (1.193) a tenzoru napeˇtí z rovnice (1.8) a totéž provedeme
s vektorem tepelného toku, tj. srovnáme tvar rovnice (1.192) a (1.12), získáme vztahy pro dynamickou
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viskozitu, tepelnou vodivost a tlak:
µ = ρθτ,
κ = ρθτ
(
D + 2
2
)
,
p = ρθ.
(1.194)
(1.195)
(1.196)
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Kapitola 2
Odvození Lattice–Boltzmannovy metody
2.1 Od Boltzmannovy transportní rovnice k rovnici Lattice–Boltzmannoveˇ
metodeˇ
Pro odvození Lattice-Boltzmannovy rovnice vyjdeme z rovnice (1.143). Boltzmanova transportní
rovnice je pak tvaru
∂ f
∂t
+ ~ξ · ∇ f = −1
τ
( f − f (eq)), (2.1)
což je bezrozmeˇrná Boltzmannova transportní rovnice s BGK aproximací kolizního operátoru bez vneˇj-
ších sil. Samotný proces odvození rozdeˇlíme do dvou kroku˚. V prvním kroku prˇejdeme z prostoru spoji-
tých rychlostí do prostoru diskrétních rychlostí. Ve druhém kroku budeme diskretizovat získanou rovnici
pomocí konecˇných diferencí v cˇase a prostoru.
2.1.1 Gaussova–Hermiteova kvadraturní formule
V pru˚beˇhu diskretizace rychlostního prostoru budeme potrˇebovat aproximovat integrál ve tvaru∫
R
ω(x)P(x)dx,
kde P(x) je polynom a ω je váhová funkce. Pro výpocˇet tohoto integrálu mu˚žeme provést následující
aproximaci
∞∫
−∞
ω(x) P(x) dx =
M∑
i=1
wi P(xi), (2.2)
kde P(x) je polynom stupneˇ nejvýše 2M − 1 a ω(x) je váhová funkce, která nemeˇní na R znaménko.
Bude-li ω(x) = 1√
2pi
e− x
2
2 , pak body xi, i = 1, . . . ,M, odpovídají korˇenu˚m Hermiteova polynomu stupneˇ
M a pro váhy wi platí, viz [17],
wi =
M!
[MH (M−1)(xi)]2 . (2.3)
Pro další postup prˇi odvozování diskrétního tvaru Boltzmannovy transportní rovnice potrˇebujeme
nalézt body ~ξ 1,~ξ 2, . . . , ~ξ d ∈ RD a k nim w1, . . . , wd ∈ R, d ∈ N tak, abychom mohli dostatecˇneˇ dobrˇe
aproximovat integrál (1.150) pomocí Gaussova kvadraturního vzorce pro ortogonální polynomy, viz [19],∫
RD
ω(~ξ) f (~ξ) d~ξ =
d∑
i=1
wi f (~ξi). (2.4)
29
Podle [19] víme, že pomocí Gaussovy–Hermiteovy kvadraturní formule lze aproximovat jednorozmeˇrný
integrál. Proto prˇedchozí integrál (2.4) prˇevedeme na jednorozmeˇrný tak, že využijeme vztahu
ω(~x) =
D∏
i=1
ω(xi), (2.5)
který plyne rovnou z definice (1.126), a faktu, že vícerozmeˇrný Hermiteu˚v polynom mu˚žeme napsat
též jako soucˇin jednorozmeˇrných polynomu˚, viz [4]. Uvažujme aproximaci distribucˇní funkce ve tvaru
(1.152), pak lze nahlédnout, že f˜H (n)/ω jsou polynomy rˇádu nejvýše 2M prˇi n ≤ M, a proto volíme
d tak, aby stupenˇ prˇesnosti Gaussovy–Hermiteovy kvadraturní formule byl veˇtší nebo roven 2M. Poté
mu˚žeme psát rovnici (1.150) jako
a(n)(~x, t) =
∫
RD
ω(~ξ)
f˜ (~x, ~ξ, t)
ω(~ξ)
H (n)(~ξ) d~ξ =
d∑
i=1
wi f˜ (~x, ~ξi, t)H (n)(~ξi)
ω(~ξi)
. (2.6)
Makroskopické velicˇiny pro tekutinu pak získáme ze vztahu˚
ρ(~x, t) =
d∑
i=1
wi f˜ (~x, ~ξi, t)
ω(~ξi)
, (2.7a)
ρ(~x, t)~u(~x, t) =
d∑
i=1
wi f˜ (~x, ~ξi, t)~ξi
ω(~ξi)
, (2.7b)
2 ρ(~x, t) e(~x, t) + ρ(~x, t)~u 2(~x, t) =
d∑
i=1
wi f˜ (~x, ~ξi, t)~ξ 2i
ω(~ξi)
, ∀~x ∈ RD, t ∈ R. (2.7c)
Definujeme-li navíc funkci gi,
gi(~x, t) = g(~x, ~ξi, t) =
wi f˜ (~x, ~ξi, t)
ω(~ξi)
, (2.8)
dostanou prˇedchozí vzorce podobu
ρ(~x, t) =
d∑
i=1
gi(~x, t), (2.9a)
ρ(~x, t)~u(~x, t) =
d∑
i=1
gi(~x, t)~ξi, (2.9b)
2 ρ(~x, t) e(~x, t) + ρ(~x, t)~u 2(~x, t) =
d∑
i=1
gi(~x, t)~ξ 2i , ∀~x ∈ RD, t ∈ R, (2.9c)
což je diskrétní forma vzorcu˚ (1.145), (1.146) a (1.147) vzhledem k prostoru rychlostí.
Zameˇrˇme se nyní na funkci f (eq). Její vyjádrˇení v bázi Hermiteových polynomu˚ je, viz rovnice (1.153)
a (1.154),
f (eq)(~x, ~ξ, t) = ω(~ξ)
∞∑
n=0
1
n!
D∑
~α=1
a(eq)(n)
~α
(~x, t)H (n)
~α
(~ξ), (2.10)
kde
a(eq)(n)
~α
(~x, t) =
∫
RD
f (eq)(~x, ~ξ, t)H (n)
~α
(~ξ) d~ξ. (2.11)
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Uved’me ješteˇ jednou, viz (1.155), prvních neˇkolik Hermiteových koeficientu˚ prˇíslušejících funkci f (eq).
a(eq)(0) = ρ, (2.12a)
a(eq)(1)α = ρ uα, (2.12b)
a(eq)(2)α, β = ρ uα uβ + ρ (θ − 1) δα, β, (2.12c)
a(eq)(3)α, β, γ = ρ uα uβ uγ + ρ (θ − 1) δα, β uγ, (2.12d)
kde α, β, γ ∈ {1, 2, . . . ,D}. Funkce f (eq) má obecneˇ nenulové Hermiteovy koeficienty všech rˇádu˚, viz
[23], a proto budeme uvažovat projekci této funkce do prostoru, ve kterém leží f˜ , tj. položíme a(eq)(n) = 0
pro ∀n > M, cˇímž dostáváme
f˜ (eq)(M)(~x, ~ξ, t) = ω(~ξ)
M∑
n=0
1
n!
D∑
~α=1
a(eq)
~α
(~x, t)H (n)
~α
(~ξ). (2.13)
Volbou M=3 dostáváme
f˜ (eq)(3)(~ξ) = ω(~ξ)ρ
1 + ~ξ · ~u +
(
~ξ 2 − D
)
(θ − 1)
2
+
~ξ · ~u
2
− ~u
2
2
+
~ξ · ~u
6
[
(~ξ · ~u) − 3~u 2 + 3(θ − 1)(~ξ 2 − D − 2)
]
(2.14)
Definujme funkci g(M)i ,
g(M)i = g
(M)(~x, ~ξi, t) =
wi f˜ (eq)(~x, ~ξi, t)
ω(~ξi)
. (2.15)
Boltzmannova transportní rovnice (1.91) poté prˇejde do tvaru
∂gi
∂t
+ ~ξi ∇gi = −1
τ
(gi − gi(M)), (2.16)
kde i ∈ {1,2, . . . , d}. Pro prˇíklad uved’me tvar g(M)i pro M = 2
gi
(2) = wiρ
1 + (~ξi 2 − D)(θ − 1)2 + ~ξi · ~u + 12(~ξi · ~u) − ~u 22
 . (2.17)
Prˇi prˇedchozím postupu jsme prˇedpokládali, že cˇlen 1m
D∑
i=1
Fi
∂ f
∂ξi
= 0. To však obecneˇ neplatí. Meˇjme
Boltzmannovu transportní rovnici ve tvaru (1.91) s BGK aproximací kolizního operátoru a oznacˇme
G(~ξ) = −~g · ∇~ξ f (~ξ), (2.18)
kde ~g = 1m ~F. Tento cˇlen obsahuje derivaci podle ~ξ, a proto ho nemu˚žeme vyjádrˇit v bázi Hermiteových
polynomu˚ prˇímo. Dá se ale ukázat, viz [23], že pro G(~ξ) platí
G(~ξ) ≈ G(M)(~ξ) = ω(~ξ)
M∑
n=1
1
n!
~g ·
D∑
~α=1
a(n−1)
~α
H (n)
~α
(~ξ). (2.19)
Pro M = 3 dostáváme
G(~ξ) ≈ G(3)(~ξ) = ω(~ξ)ρ
~g · ~ξ + (~g · ~ξ)(~u · ~ξ) − ~g · ~u + 12ρ
D∑
~α=1
a(2)
~α
[
(~g · ~ξ)H (2)
~α
(~ξ) − ~g · ~ξ
] , (2.20)
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viz [23]. Boltzmannova transportní rovnice je poté tvaru
∂gi
∂t
+ ~ξi ∇gi = −1
τ
(gi − gi(M)) + G(~ξi), (2.21)
kde i ∈ {1, 2, . . . ,D}.
Prˇi projekci Maxwellovy-Boltzmannovy rovnovážné distribucˇní funkce (1.144) se zanedbává cˇást
úmeˇrná bezrozmeˇrnému Machovu cˇíslu Ma definovanému vztahem (1.17), tj.
Ma =
ur
cs
, (2.22)
kde ur [m s−1] je charakteristická rychlost a cs [m s−1] je rychlost zvuku. Z tohoto du˚vodu lze toto od-
vození použít pouze pro Ma  1. Jiný prˇístup, jímž se tomuto omezení lze vyhnout, je založen na tom,
že neprovedeme rozvoj kolem absolutní rovnováhy, ale kolem lokální rovnováhy, což je podstatou tzv.
Galerkinovy projekce do prostoru 13 momentu˚ rozdeˇlovací funkce, viz [25]. Pro vektory ~ξ 1,~ξ 2, . . . , ~ξ d
platí, že nejsou obecneˇ ekvidistantneˇ rozdeˇlené, a proto nám nebudou definovat pravidelnou mrˇížku. Z
tohoto du˚vodu musíme prˇeškálovat rovnice (1.126), (1.127) a (1.152) rychlostí cs, cˇímž zarucˇíme ná-
sledné ekvidistantní rozdeˇlení vektoru˚ ~ξ 1, . . . , ~ξ d. V aplikacích, v nichž hraje rychlost zvuku podstatnou
roli, se neškáluje výrazem cs ale výrazem cz = cs c, kde c je fyzikální rychlost zvuku, viz [26]. Rychlost
cs lze mimo jiné také chápat jako rychlost, kterou se šírˇí informace mezi mrˇížkovými body. Rovnice
(1.126), (1.127) a (1.152) mají po prˇeškálování tvar
ω˜(~ξ) =
1
(2pi cs2)
D
2
exp
− ~ξ 22 cs2
 , (2.23)
H˜ (n)(~ξ) = (−cs)2n 1
ω(~ξ)
dn
d~ξ
ω(~ξ), (2.24)
f˜ (~x, ~ξ, t) = ω(~ξ)
N∑
n=0
1
n! cs2n
D∑
~α=1
a˜~α(~x, t)H˜ (n)~α (~ξ). (2.25)
Pro tlak p, kinematickou viskozitu ν a tepelnou vodivost κ poté
p = c2sθρ, (2.26)
ν = c2sθτ, (2.27)
κ = ρc2sθτ
(
D + 2
2
)
. (2.28)
2.1.2 Konecˇné diference v cˇase a prostoru
Posledním krokem v odvození diskrétní Lattice–Boltzmannovy rovnice je použití metody konecˇných
diferencí v prostoru a cˇase pro diskretizaci rovnice
∂gi(~x, t)
∂t
+ ~ξi∇gi(~x, t) = −1
τ
(
gi(~x, t) − gi(eq)(~x, t)
)
, (2.29)
kde gi(eq)(~x, t) = gMi (~x, t) + τG(~x, ~ξi, t).
Prˇepišme rovnici (2.29) do tvaru
D gi(~x, t)
Dt
= −1
τ
(
gi(~x, t) − g(eq)i (~x, t)
)
. (2.30)
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Zintegrováním rovnice (2.30) prˇes cˇasový interval (0,∆t) dostaneme
gi(~x + ~ξi∆t, t + ∆t) − gi(~x, t) = −1
τ
∆t∫
0
gi(~x + ~ξih, t + h) − g(eq)i (~x + ~ξih, t + h) dh. (2.31)
Integrál v rovnici (2.31) aproximujme pomocí lichobeˇžníkového pravidla [14], tj.
gi(~x+~ξi∆t, t+∆t)−gi(~x, t) = −∆t2τ
[
gi(~x + ~ξi∆t, t + ∆t) − g(eq)i (~x + ~ξi∆t, t + ∆t) + gi(~x, t) − g(eq)i (~x, t) + O(∆t2)
]
.
(2.32)
Rovnice (2.32) prˇedstavuje implicitní aproximaci druhého rˇádu. Dále definujme, viz [14],
gˆi(~x, t) = gi(~x, t) +
∆t
2τ
(
gi(~x, t) − g(eq)i (~x, t)
)
. (2.33)
Konecˇná podoba Lattice–Boltzmannovy rovnice je tvaru
gˆi(~x+~ξi∆t, t+∆t)−gˆi(~x, t) = −∆t
τˆ
(
gˆi(~x, t) − g(M)i (ρ(~x, t), ~u(~x, t))
)
+
(
1 − 1
2τˆ
)
Gi(ρ(~x, t), ~u(~x, t)), ∀~x ∈ R,∀t ∈ R,
(2.34)
kde
τˆ = τ +
∆t
2
(2.35)
a g(M)i je definováno rovnicí (2.15).
Zavedením nového relaxacˇního parametru τˆ se zmeˇní vztah pro viskozitu (1.195) dané kapaliny, tj.
ν = c2s θ
(
τˆ − ∆t
2
)
. (2.36)
Obdobneˇ se zmeˇní i tvar pro koeficient tepelné vodivosti,
κ = c4sρθ
(
τˆ − ∆t
2
)
, (2.37)
viz [14]. Po zavedení nové distribucˇní funkce gˆi bychom meˇli oveˇrˇit platnost vztahu˚ (2.9).
Pro hustotu dostáváme
ρˆ =
d∑
i=1
gˆi =
d∑
i=1
gi +
1
2τ
d∑
i=1
[
gi − g(eq)i
]
=
d∑
i=1
gi = ρ, (2.38)
prˇicˇemž jsme využili faktu, že
d∑
i=1
gi =
d∑
i=1
g(M)i , (2.39)
což plyne prˇímo ze tvaru g(M)i a
d∑
i=1
G(~ξi) = 0, (2.40)
viz [14]. Pro hybnost dostaneme
ρ~ˆu =
d∑
i=1
~ξi gˆi = ρ~u − 12ρ~g. (2.41)
Z rovnice (2.41) vidíme, že makroskopickou rychlost získáme ze vztahu
~u = ~ˆu +
1
2
~g. (2.42)
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2.1.3 Analýza Lattice–Boltzmannovy rovnice
V kapitole 1.3 jsme ukázali, že rˇešení získané z Boltzmannovy transportní rovnice (1.91) je ekviva-
lentní s Navierovými–Stokesovými rovnicemi z kapitoly 1 a poté jsme pomocí Chapmanova–Enskogova
asymptotického rozvoje urcˇili vztah pro makroskopické konstanty, jimiž byly viskozita a tepelná vo-
divost. V prˇedchozí kapitole jsme odvodili Lattice–Boltzmannovu rovnici (2.34). Proved’me nyní opeˇt
Chapmanu˚v–Enskogu˚v rozvoj pro již diskrétní distribucˇní funkci a podívejme se na vztah rˇešení Lattice–
Boltzmannovy rovnice (2.34) s hydrodynamickými rovnicemi z kapitoly 1.
Pro jednoduchost neuvažujme pu˚sobení vneˇjších sil, tj. Lattice–Boltzmannovu rovnici lze psát ve
tvaru
fi(~x + ~ξi ∆t, t + ∆t) = fi(~x, t) − ∆t
τ
(
fi(~x, t) − f (eq)i (~x, t)
)
, (2.43)
kde i ∈ {1, 2, . . . , d}, prˇicˇemž jsme použili znacˇení vyskytující se ve veˇtšineˇ dostupné literatury, tj.
fi = gˆi, (2.44a)
f (eq)i = g
(M)
i . (2.44b)
Proved’me Tayloru˚v rozvoj levé strany rovnice (2.43) v okolí bodu (~x, t). Dostaneme
fi(~x + ~ξi ∆t, t + ∆t) = fi(~x, t) +
∂ fi
∂t
(~x, t) ∆t +
D∑
α=1
~ξi,α
∂ fi
∂xα
(~x, t) ∆t +
1
2
∂2 fi
∂t2
(~x, t) ∆t2+
+
1
2
D∑
α=1
D∑
β=1
~ξi,α ~ξi,β
∂2 fi
∂xα∂xβ
(~x, t) ∆t2 +
D∑
α=1
~ξi,α
∂2 fi
∂xα∂t
(~x, t) ∆t2 + O(∆t3). (2.45)
Dosad’me prˇedchozí rovnici (2.45) do rovnice (2.43) a vydeˇlme ji ∆t. Dostaneme
∂ fi
∂t
+
D∑
α=1
~ξi,α
∂ fi
∂xα
+
1
τ
(
fi − f (eq)i
)
+ ∆t
12 ∂2 fi∂t2 + 12
D∑
α=1
D∑
β=1
~ξi,α~ξi,β
∂2 fi
∂xα∂xβ
+
D∑
α=1
~ξi,α
∂2 fi
∂xα∂t
 + O(∆t2) = 0.
(2.46)
Z prˇedchozí rovnice (2.46) dostáváme
∂ fi
∂t
= −
D∑
α=1
~ξi,α
∂ fi
∂xα
− 1
τ
(
fi − f (eq)i
)
+ O(∆t). (2.47)
Z toho dostáváme
∂2 fi
∂t∂xβ
=
∂2 fi
∂xβ∂t
=
∂
∂xβ
− D∑
α=1
~ξi,α
∂ fi
∂xα
− 1
τ
(
fi − f (eq)i
)
+ O(∆t)
 =
= −
D∑
α=1
~ξi,α
∂2 fi
∂xα∂xβ
− 1
τ
∂
∂xβ
(
fi − f (eq)i
)
+ O(∆t), (2.48)
∂2 fi
∂t2
=
∂
∂t
− D∑
α=1
~ξi,α
∂ fi
∂xα
− 1
τ
(
fi − f (eq)i
)
+ O(∆t)
 =
= −
D∑
α=1
~ξi,α
∂2 fi
∂t∂xα
− 1
τ
∂
∂t
(
fi − f (eq)i
)
+ O(∆t) =
=
D∑
α=1
D∑
β=1
∂2 fi
∂xα∂xβ
+
1
τ
D∑
α=1
~ξi,α +
∂
∂xα
(
fi − f (eq)i
)
− 1
τ
∂
∂t
(
fi − f (eq)i
)
+ O(∆t). (2.49)
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Oznacˇme dále
Πα,β =
d∑
i=1
~ξi,α~ξi,β fi, (2.50)
Di = ∂ fi
∂t
+
D∑
α=1
~ξi,α
∂ fi
∂xα
+
1
τ
(
fi − f (eq)i
)
− ∆t
2τ
∂
∂t
(
fi − f (eq)i
)
+
D∑
α=1
~ξi,α
∂
∂xα
(
fi − f (eq)i
)
+O(∆t3) = 0. (2.51)
Vynásobíme-li prˇedchozí rovnici (2.51) postupneˇ prvním a druhým kolizním invariantem, tj.
ϕ1(~ξ ) = 1, (2.52a)
ϕ2(~ξ ) = ~ξ (2.52b)
a secˇteme-li ji prˇes i, dostaneme
d∑
i=1
Di = ∂ρ
∂t
+
D∑
α=1
∂(ρuα)
∂xα
= 0, (2.53a)
d∑
i=1
Di~ξi,α = ∂(ρuα)
∂t
+
∂
∂xβ
(
Πα,β
)
− ∆t
2τ
∂
∂xβ
(
Πα,β − Π(0)α,β
)
+ O(∆t2), (2.53b)
kde Π(0)α,β =
d∑
i=1
~ξi,α~ξi,β f
(eq)
i . Nyní proved’me rozvoj distribucˇní funkce jako v rovnici (1.123). Dosazením
tohoto rozvoje do rovnice (2.53b) dostaneme
d∑
i=1
Di~ξi,α = ∂(ρuα)
∂t
+
∂
∂xβ
(
Π
(0)
α,β + Π
(1)
α,β
)
− ∆t
2τ
∂
∂xβ
(
Π
(0)
α,β + Π
(1)
α,β − Π(0)α,β
)
+ O(∆t2) + O(2) =
=
∂(ρuα)
∂t
+
∂
∂xβ
(
Π
(0)
α,β + 
(
1 − ∆t
2τ
)
Π
(1)
α,β
)
+ O(∆t2) + O(2) = 0. (2.54)
Naším cílem bude simulovat nestlacˇitelnou tekutinu,tj.
∂uα
∂xα
= 0, α = 1, . . . ,D. (2.55)
Z rovnice (2.53a) lze odvodit jaké se dopouštíme chyby, když použijeme klasickou Lattice–Boltzmannovu
metodu pro simulaci nestlacˇitelné tekutiny. Prˇepišme rovnici (2.53a) do tvaru
∂uα
∂xα
=
1
ρ
(
uα
∂ρ
∂xα
− ∂ρ
∂t
)
, α = 1, . . . ,D. (2.56)
Pro tlak platí p = c2sρ. Dosazením rovnosti pro tlak do prˇedchozí rovnice (2.56) máme
∂uα
∂xα
=
1
ρ
(
uα
c2s
∂p
∂xα
− 1
c2s
∂p
∂t
)
, α = 1, . . . ,D. (2.57)
Prˇeškálujme nyní velicˇiny vyskytující se v prˇedchozí rovnici (2.57) pomocí charakteristických veli-
cˇin, tj.
~˘u =
~u
ur
, ~˘x =
~x
Lr
, t˘ = t
ur
Lr
, ρ˘ =
ρ
ρr
, p˘ = p
1
ρru2r
, (2.58)
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kde ur je charakteristická rychlost, Lr je charakteristická délka, viz kapitola 1, a ρr je charakteristická
hustota tekutiny. Poté rovnice (2.57) prˇejde do tvaru
∂u˘α
∂x˘α
+
1
ρ˘
u2r
c2s
(
∂ p˘
∂t˘
+ u˘α
∂ p˘
∂x˘α
)
= 0. (2.59)
Prˇedchozí rovnici (2.59) lze prˇepsat na tvar
∂u˘α
∂x˘α
+ O(Ma2) = 0. (2.60)
Obdobným zpu˚sobem bychom postupovali i u rovnice (2.53b) a dostali bychom, viz [25],
∂u
∂t
+ uβ
∂uα
∂xβ
+
∂p
∂xα
= ν
∂2uα
∂xβ∂xβ
+ O(∆t2) + O(2) + O(Ma2). (2.61)
Z rovnice (2.60) je patrné, že prˇi simulaci nestlacˇitelné tekutiny Lattice–Boltzmannovou metodou
se dopouštíme chyby úmeˇrné druhé mocnineˇ Machova cˇísla. Z tohoto du˚vodu v roce 1957 navrhl He
a Luo [29] modifikaci Lattice–Boltzmannovy metody tak, abychom prˇi odvozování rovnice kontinuity
z Lattice–Boltzmannovy rovnice již nedostali chybu úmeˇrnou O(Ma2). Prˇedpokládejme, že máme kon-
stantní hustotu ρ0. Pro hustotu ρ poté platí
ρ = ρ0 + δρ, (2.62)
kde δρ oznacˇuje variace hustoty od hustoty ρ0. Dosadíme-li vztah pro hustotu (2.62) do rovnice pro
rovnovážnou distribucˇní funkci (2.17) dostaneme výraz
f (eq)i = wi
ρ + ρ0 ~ξi ·~v
c2s
+
1
2c4s
(
~ξ · ~u
)2 − ‖~u ‖2
2c2s
 , (2.63)
prˇicˇemž jsem zanedbali cˇleny úmeˇrné O(Ma3). Vzorec pro napocˇítání makroskopické rychlosti ~u (2.41)
prˇejde poté do tvaru
~u =
1
ρ0
d∑
i=1
~ξ fi. (2.64)
Po provedení této modifikace lze opeˇt pomocí Chapmanova–Enskogova asymptotického rozvoje uká-
zat,viz [16], že
1
c2s
∂P
∂t
+ ∇ · ~u = 0, (2.65a)
∂~u
∂t
+ ~u · ∇~u = −∇P + ν∇2~u + O(Ma3), (2.65b)
kde P = c
2
sρ
ρ0
je tlak a ν = µρ0 je kinematická viskozita, což plyne z Chapmanova–Enskogova rozvoje.
Pro stacionární prˇípad platí ∂P∂t = 0 a rovnice kontinuity odvozená z Chapmanova–Enskogova asympto-
tického rozvoje má prˇesný tvar rovnice kontinuity pro nestlacˇitelné proudeˇní,tj.
∇ · ~u = 0. (2.66)
Ze získané rovnice pro zákon zachování hybnosti je patrné, že prˇi simulaci nestlacˇitelného proudeˇní se
budeme dopoušteˇt chyby úmeˇrné O(Ma3). Poznamenejme, že prˇedchozí poznatky platí pro stacionární
prˇípad. Pro nestacionární prˇípad bychom se dopoušteˇli celkové chyby úmeˇrné O(Ma2), nebot’ ρ = ρ0 +
O(Ma2), viz [29]. Prˇedchozí modifikaci Lattice–Boltzmannovy metody budeme nazývat nestlacˇitelnou
Lattice–Boltzmannovou metodou.
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2.2 Lattice Gas Automata
Metoda Lattice Gas Automata (LGA) jakožto prˇedchu˚dce LBM používá k rˇešení dvoudimenzionál-
ních Navierových–Stokesových rovnic pro proudeˇní tekutiny cˇástice, které osidlují uzlové body pravi-
delné mrˇížky. V každém bodeˇ mrˇížky mu˚že být nejvýše jedna cˇástice. Tyto cˇástice mají stejnou hmotnost
m (v aplikacích se hodnota hmotnosti nastavuje na 1, proto bude v dalších vzorcích vynechána). Pohyb
a srážky cˇástic se rˇídí podle pravidel, které zarucˇují zachování hmoty, hybnosti a energie.
První LGA model zavedený v roce 1973 je oznacˇován HPP podle prvních písmen jmen jeho autoru˚
(Hardy, Pomeau, de Pazzis), viz [27]. HPP má cˇtvercovou mrˇížku. Každá cˇástice má v tomto modelu
cˇtyrˇi možné rychlosti
~ξT1 = (c,0),
~ξT2 = (0,c),
~ξT3 = (−c,0),
~ξT4 = (0, − c),
kde c reprezentuje tzv. mrˇížkovou rychlost a platí c = ∆x
∆t , kde ∆x je vzdálenost mezi sousedními body
mrˇížky a ∆t je cˇasový krok. Ve veˇtšineˇ prˇípadech se ∆x a ∆t nastaví na 1. Dále lze snadno nahlédnout,
že rychlosti splnˇují
4∑
i=1
~ξi = ~0 (2.67)
a
4∑
i=1
~ξi,α~ξi,β = 2δα, β, α, β ∈ {1, 2}. (2.68)
Samotný pohyb cˇástice se dá popsat rovnicí
ni(~x + ~ξi∆t, t + ∆t) = ni(~x, t) + Ci(n(~x, t)), (2.69)
kde i = 1, . . . , 4, a funkce ni(~x, t) nabývá hodnot 1 nebo 0 podle toho, zda se na uzlovém bodeˇ o sourˇadnici
~x v cˇase t vyskytuje cˇástice s rychlostí ~ξi nebo ne. Symbol Ci reprezentuje kolizní operátor, podle neˇhož
se rˇídí srážky. Pokud dojde naprˇíklad mezi dveˇma cˇásticemi k cˇelní srážce, kolizní operátor zajistí, že
výsledné rychlosti budou kolmé na vstupní. V HPP nemu˚že k jiným než cˇelním srážkám docházet a
tak mohou nastat pouze dveˇ možnosti konfigurace vzájemných rychlostí na uzlovém bodeˇ (1, 0, 1, 0) a
(0, 1, 0, 1), viz obrázek 2.1.
Proto kolizní operátor mu˚žeme psát ve tvaru
Ci(n(~x, t)) = ni⊕1ni⊕3(1 − ni)(1 − ni⊕2) − nini⊕2(1 − ni⊕1)(1 − ni⊕3), (2.70)
kde i⊕k znacˇí (i+k) mod 4 pokud (i+k) je ru˚zné od 4, jinak (i+k), kde k ∈ {1, 2, 3}. To odpovídá tomu,
že pokud budou obsazeny pozice (i, i + 2), tak ni nabude 0 a pokud budou obsazeny pozice (i + 1, i + 3),
tak ni nabude 1. Z tvaru kolizního operátoru lze vyvodit, že srážky jsou striktneˇ lokální (nový stav na
uzlovém bodeˇ závisí pouze na jeho okolních uzlových bodech),
4∑
i=1
Ci = 0,
4∑
i=1
~ξiCi = ~0.
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(1,0,1,0) (0,1,0,1)
Obrázek 2.1: Možné konfigurace na mížce HPP.
Samotný algoritmus HPP lze rozepsat do dvou kroku˚:
Kolize: n′i = ni(~x, t) + Ci(n(~x, t))
Šírˇení: ni(~x + ~ξi∆t, t + ∆t) = n′i(~x, t).
K tomu, abychom z HPP získali hydrodynamické rovnice, potrˇebujeme dostatecˇnou izotropii mrˇíž-
kového tenzoru. Mrˇížkový tenzor n-tého rˇádu definujeme jako
Lα1,α2,...,αn =
4∑
i=1
~ξi,α1~ξi,α2 , . . . , ~ξi, αn . (2.71)
O tenzoru T n-tého rˇádu prohlásíme, že je izotropní, pokud je invariantní vu˚cˇi libovolné ortogonální
transformaci. Z definice izotropního tenzoru plyne, že neexistuje izotropí tenzor prvního rˇádu, izotropní
tenzor druhého rˇádu je úmeˇrný δα, β, izotropní tenzor trˇetího rˇádu je úmeˇrný Levi–Civitovu symbolu
α, β, γ a izotropní tenzor cˇtvrtého rˇádu je úmeˇrný rovnou trˇem funkcím δα, β δγ, δ, δα, γ δβ, δ, δα, δ δβ, γ,
proto izotropní tenzor cˇtvrtého rˇádu mu˚žeme vyjádrˇit jako jejich libovolnou kombinaci. Du˚kaz teˇchto
tvrzení lze nalézt naprˇ. v [9]. Mrˇížkový tenzor pro HPP druhého rˇádu splnˇuje
Lα, β =
4∑
i=1
~ξi,α~ξi,β = 2δα, β, (2.72)
a je tedy izotropní. Mrˇížkový tenzor cˇtvrtého rˇádu je dán rovnicí
Lα, β, γδ =
4∑
i=1
~ξi,α~ξi,β~ξi,γ~ξi,δ, (2.73)
kde α, β, γ ∈ {1, 2}. Rozepíšeme-li tuto sumu, pak snadno z tvaru rychlostí nahlédneme, že
Lα, β, γ, δ = 2˜δα, β, γ, δ,
kde δ˜α, β γ, δ je zobecneˇné Kroneckerovo delta. To je ovšem neizotropní tenzor. K tomu, abychom ukázali,
že rˇešení LGA je ekvivalentní s Navierovými–Stokesovými rovnicemi je zapotrˇebí, aby byl prˇedchozí
tenzor izotropní, viz [5].
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~c2
~c3
~c4
~c5
~c6
~c1
Obrázek 2.2: FHP mrˇížka.
Z tohoto du˚vodu se zavedl nový model FHP (Frisch, Hasslacher, Pomeau) s mrˇížkou složenou z
rovnostranných trojúhelníku˚, viz obrázek 2.2, která je invariantní vu˚cˇi diskrétním transformacím zacho-
vávajících trojúhelníkovou mrˇížku (diskrétní rotace o pi3 , diskrétní translace a zrcadlení). Každá cˇástice
této mrˇížky mu˚že mít rychlost
~ξi = c
(
cos
pii
3
, sin
pii
3
)T
, i = 1,..,6. (2.74)
Definujeme nyní strˇední hodnotu funkce ni jako
fi(~x, t) = 〈ni〉 = 1Z
∑
~x ′
ni(~x ′, t), (2.75)
kde ~x ′ reprezentuje sourˇadnice sousedních uzlu˚ uzlu se sourˇadnicí ~x a Z oznacˇuje pocˇet sousedních uzlu˚.
Strˇední hodnota nám umožnˇuje vypocˇítat charakteristické promeˇnné pro tekutinu, jimiž jsou hustota ρ a
rychlost ~u následujícími vztahy:
ρ(~x,t) =
6∑
i=1
fi(~x, t), (2.76)
ρ(~x,t)~u(~x, t) =
6∑
i=1
ξi fi(~x, t). (2.77)
Zmeˇnou tvaru mrˇížky samozrˇejmeˇ dojde i ke zmeˇneˇ pravidel, podle nichž se rˇídí srážky. Podle typu˚
srážek, které mohou nastat, deˇlíme dále FHP na FHP-I (dochází pouze k pseudonáhodným binárním
srážkám a trˇícˇásticovým srážkám), FHP-II (prˇidání cˇástic s nulovou rychlostí) a FHP-III (všechny typy
srážek rˇídících se zákony zachování hmotnosti a momentu), viz [5]. Podle pravidel pro srážky, viz ob-
rázek 3.3, se dá odvodit kolizní operátor. Tvary dalších kolizních operátoru˚ se odvodí obdobneˇ jako u
HPP.
Jednou z velkých výhod LGA je možnost paralelního výpocˇtu nového stavu. Další výhodou je to, že
LGA je nepodmíneˇneˇ stabilní díky její reprezentaci stavu˚ pomocí 1 nebo 0. To však mu˚že v neˇkterých
prˇípadech vést k výskytu neocˇekávaných výsledku˚. Model FHP není kvu˚li Fermiho–Diracoveˇ distribucˇní
funkci Galileovsky invariantní, viz [27]. Další nevýhodou je výskyt statistického „šumu“ a nemožnost
použití pro simulaci tekutiny s malým Reynoldsovým cˇíslem. Tyto nevýhody byly jedny z du˚vodu˚ prˇe-
chodu k LBM, který bude popsán v následující sekci.
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Cˇas t Cˇas t + ∆t
Obrázek 2.3: Pru˚beˇh srážek u FHP. Vlevo stav prˇed srážkou, vpravo stav po srážce.
2.3 Od Lattice Gas Automat k Lattice–Boltzmannoveˇ metodeˇ
Zameˇrˇme se nyní na prˇechod od LGA k LBM. Základem tohoto prˇechodu je opušteˇní booleanovské
funkce ni a její nahrazení distribucˇní funkcí fi. Poté z rovnice (2.69) získáme
fi(~x + ~ξi∆t, t + ∆t) − fi(~x, t) = Ωi( f (~x, t)), (2.78)
kde Ωi( f (~x, t)) = 〈Ci(n)〉 ≈ Ci( f (~x, t)), prˇicˇemž rozsah i závisí na diskretizaci rychlosti na dané mrˇížce.
Necht’ dále d oznacˇuje pocˇet rychlostí dané mrˇížky. V roce 1989 Higuera a Jimenez, viz [27], navrhli
fi = fi(eq) + fi(neg), (2.79)
kde fi(eq) je rozvinutá Fermiho–Diracova distribucˇní funkce a fi(neq) je nerovnovážná cˇást fi. Rozvojem
kolizního operátoru okolo fi(eq) získáme následující vztah
Ωi( f ) ≈ Ω( f (eq)) +
d∑
j=1
∂Ωi
∂ f j
(
f j − f j(eq)
)
=
d∑
j=1
Ki j
(
f j − f j(eq)
)
, (2.80)
kde i ∈ 1, . . . , d a Ki j jsou složky kolizní matice K. Tato matice byla dále aproximována, viz [8], až na
tvar K = 1τ I, kde I je jednotková matice. Kolizní operátor nabývá stejného tvaru jako u BGK aproxi-
mace kolizního operátoru Boltzmannovy transportní rovnice (1.121). Rozdeˇlovací funkce v rovnováze
je prˇi tomto modelu již plneˇ nezávislá na prˇedchozích modelech pro LGA, viz [7], a prˇedpokládejme,
že již není Fermiho–Diracovou ale Maxwellovou–Boltzmannovou rozdeˇlovací funkcí a požadujeme, aby
zachovávala hmotnost a hybnost.
Shrneme-li prˇedchozí postup, tak jsme opustili booleanovké promeˇnné a prˇešli ke spojité rozdeˇlovací
funkci, linearizovali kolizní operátor a nahradili ho BGK aproximací kolizního operátoru a prˇešli od
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Fermiho–Diracovy k Maxwelloveˇ–Boltzmannoveˇ rozdeˇlovací funkci, cˇímž jsem získali novou metodu
nezávislou na LGA, kterou nazýváme Lattice–Boltzmannova metoda.
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Kapitola 3
Implementace Lattice–Boltzmannovy
metody
3.1 Algoritmus Lattice–Boltzmannovy metody
V prˇedchozí kapitole jsme odvodili Lattice–Boltzmannovu metodu jak z Boltzmannovy transportní
rovnice (1.91), tak z Lattice Gas Automat. V této kapitole se zameˇrˇme na samotnou implementaci. Al-
goritmus Lattice–Boltzmannovy metody je odvozený od algoritmu Lattice Gas Automata, kterým jsme
se zabývali již v prˇedešlé kapitole 2.2. Samotný algoritmus mu˚žeme rozdeˇlit do neˇkolika kroku˚.
Prvním krokem je inicializace pocˇátecˇních podmínek. Existuje neˇkolik ru˚zných zpu˚sobu˚, jak se vy-
porˇádat s pocˇátecˇními podmínkami. Volba pocˇátecˇních podmínek závisí na dané úloze a mu˚že mít vliv
na prˇesnost, stabilitu a konvergenci LBM, viz [7]. Jedním ze zpu˚sobu˚, jak nastavit distribucˇní funkci, je
rovnovážné schéma, kdy distribucˇní funkci položíme rovnu rovnovážné distribucˇní funkci f (eq), která se
napocˇítá z na pocˇátku zadaných makroskopických velicˇin ρ0 a ~u0, tj.
fi(~x, t0) = f (eq)(ρ0, ~u0), i = 0, 1, 2, . . . , q − 1,∀~x, (3.1)
kde q znacˇí pocˇet ru˚zných smeˇru˚ (rychlostí), které jsme použili k diskretizaci rychlostního prostoru. Další
typy pocˇátecˇních podmínek nebudeme v tuto chvíli zminˇovat. Lze je však nalézt v [7].
Druhým krokem v LBM algoritmu je kolizní krok, beˇhem neˇhož dojde k napocˇítání kolizního cˇlenu
Lattice–Boltzmannovy rovnice (2.34). K tomu, abychom mohli provést kolizní krok je trˇeba napocˇí-
tat rovnovážnou distribucˇní funkci pro každý bod mrˇížky. Její tvar se odvíjí od druhu mrˇížky, tj. druhu
rychlostního modelu LBM. Teˇmito modely se budeme zabývat pozdeˇji. Dále víme, že k napocˇítání rov-
novážné distribucˇní funkce potrˇebujeme znát makroskopické velicˇiny, jimiž jsou hustota ρ(~x, t) a makro-
skopická rychlost ~u(~x, t). Pro celistvost této sekce uved’me znovu vzorce, ze kterých tyto makroskopické
velicˇiny získáme.
ρ(~x, t) =
q−1∑
i=0
fi(~x, t), (3.2)
~u(~x, t) =
1
ρ
q−1∑
i=0
~ξi fi(~x, t). (3.3)
Ze znalosti makroskopických velicˇin a tedy i rovnovážné distribucˇní funkce mu˚žeme prˇejít k samotnému
koliznímu kroku, který lze reprezentovat rovnicí
fˆi(~x, t) = fi(~x, t) − 1
τ
(
fi(~x, t) − f (eq)i (~x, t)
)
, i = 0, 1, 2, . . . , q − 1, (3.4)
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prˇicˇemž distribucˇní funkce fˆ slouží pouze jako pomocná promeˇnná.
Ve trˇetím kroku dojde k propagaci distribucˇní funkce v rámci uzlových bodu˚. Tento krok lze dobrˇe
graficky znázornit. Budeme-li v 2-rozmeˇrném prostoru s 9 možnými rychlostmi, mu˚žeme kolizní krok
znázornit pomocí obrázku 3.1. V následující sekci 3.2 zavedeme znacˇení pro rychlostní modely Lattice–
Boltzmannovy metody a obrázek 3.1 bude odpovídat rychlostnímu modelu oznacˇenému D2Q9.
f6
f2
f5
f8
f3
f6
f2
f5
f1
f8f4f7
f3
f0f0
f4
f1
f7
Obrázek 3.1: Krok šírˇení u Lattice–Boltzmannovy metody s 9 stupni volnosti.
Matematicky lze trˇetí krok interpretovat rovnicí
fi(~x + ~ξi∆t, t + ∆t) = fˆi(~x, t), (3.5)
kde ∆t znacˇí cˇasový krok.
Poslední, tj. cˇtvrtý krok LBM algoritmu zahrnuje aplikaci hranicˇních podmínek. V neˇkterých prˇí-
padech mu˚že tento krok prˇedcházet i krok šírˇení, budeme-li naprˇíklad aplikovat periodickou hranicˇní
podmínku. Ru˚znými typy hranicˇních podmínek se budeme zabývat pozdeˇji.
Po provedení cˇtvrtého kroku zkontrolujeme, zda nenastala jedna z podmínek pro ukoncˇení beˇhu
algoritmu. Prˇi nesplneˇní teˇchto podmínek prˇejdeme zpeˇt na krok 2. Kompletní algoritmus lze znázornit
pomocí diagramu zobrazeném na obrázku 3.3.
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Inicializace
Makroskopické velicˇiny
Kolizní krok
Šírˇení
Okrajové podmínky
Podmínka
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Obrázek 3.2: Schéma algoritmu LBM.
3.2 Rychlostní modely Lattice–Boltzmannovy metody
Prˇi aplikaci Lattice–Boltzmannovy metody je trˇeba zvolit prˇíslušný rychlostní model, tj. pocˇet rych-
lostí, kterými budeme diskretizovat rychlostní prostor a dimenzi, na které se budeme pohybovat. V li-
teraturˇe se setkáváme se znacˇením DdQq, kde q, d jsou konstanty udávající po rˇadeˇ pocˇet rychlostí pro
diskretizaci a dimenzi prostoru. Naprˇíklad D2Q5 je 2-dimenzionální prostor s 5 ru˚znými rychlostmi.
Hlavním du˚vodem, procˇ se tímto zabýváme je ten, že volba mrˇížky má vliv na volbu konstant v LBM,
jimiž jsou naprˇíklad váhy v rovnovážné distribucˇní funkci nebo mrˇížková rychlost zvuku cs.
Podívejme se nyní blíže na neˇkteré konkrétní modely. Pro jednoduchost se nejprve podívejme na
model D1Q3. Z prˇedchozího víme, jak získat prˇíslušné váhy a konstantu cs. Smeˇry rychlostí odpovídají
korˇenu˚m jednorozmeˇrného Hermiteova polynomu rˇádu 3, tj.
H (3)(x) = x3 − 3x = x(x − √3)(x + √3). (3.6)
Korˇeny tohoto polynomu jsou x0 = 0, x1 =
√
3, x2 = −
√
3. Prˇíslušející váhy získáme ze vzorce (2.3).
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Jednotlivé váhy jsou rovny
w0 =
2
3
, (3.7)
w1 =
1
6
, (3.8)
w2 =
1
6
. (3.9)
Z korˇenu˚ Hermiteova polynomu vidíme, že pro tento model platí
cs =
1√
3
. (3.10)
Mikroskopické rychlosti jsou po prˇeškálování výrazem cs rovny
ξ0 = 0, (3.11)
ξ1 = 1, (3.12)
ξ2 = −1. (3.13)
Graficky lze tento model znázornit pomocí obrázku 3.3. Pro jednodimenzionální prˇípad se cˇasto ješteˇ
~ξ2 ~ξ0 ~ξ1
Obrázek 3.3: Mrˇížka D2Q3.
vyskytuje v literaturˇe model D1Q5, prˇicˇemž prˇíslušné konstanty se získají obdobneˇ.
Pro dvoudimenzionální prˇípad se zameˇrˇme na model D2Q9, který pozdeˇji použijeme pro simulaci
proudeˇní tekutiny. Smeˇry rychlostí získáme opeˇt jako korˇeny dvoudimenzionálního Hermiteova poly-
nomu rˇádu 9. Pro výpocˇet smeˇru˚ a vah využijeme toho, že váhová funkce (1.126) a Hermiteovy poly-
nomy lze zapsat jako soucˇin jednorozmeˇrných vah a Hermiteových polynomu˚. Z toho dostáváme, že
složky diskrétních rychlostí se budou skládat z korˇenu˚ jednorozmeˇrného polynomu rˇádu 3 a k tomu zís-
káme váhy jako prˇíslušné násobky jednorozmeˇrných vah z prˇedešlého prˇíkladu. Pro mrˇížkovou rychlost
opeˇt platí
cs =
1√
3
(3.14)
a jednotlivé mikroskopické rychlosti jsou po prˇeškálování rovny
~ξ0 = (0,0), (3.15)
~ξ1 = (1,0), (3.16)
~ξ2 = (0,1), (3.17)
~ξ3 = (−1,0), (3.18)
~ξ4 = (0, − 1), (3.19)
~ξ5 = (1,1), (3.20)
~ξ6 = (1, − 1), (3.21)
~ξ7 = (−1, − 1), (3.22)
~ξ8 = (1, − 1). (3.23)
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Pro váhy dostáváme
w0 = w
2
0, (D1Q3) =
4
9
, (3.24)
wi = w0, (D1Q3) w1, (D1Q3) =
1
9
, i = 1,2,3,4, (3.25)
wi = w1, (D1Q3) w1, (D1Q3) =
1
36
, i = 5,6,7,8. (3.26)
Pro lepší názornost opeˇt uved’me obrázek 3.4 znázornˇující tvar mrˇížky.
~ξ6 ~ξ2 ~ξ5
~ξ1
~ξ3 ~ξ0
~ξ8~ξ4~ξ7
Obrázek 3.4: Mrˇížka D2Q9.
Stejným zpu˚sobem bychom postupovali naprˇíklad i u modelu D3Q27. V literaturˇe se mu˚žeme dále
setkat s modely D2Q7,D3Q15,D3Q19 a pod. Prˇehled prˇíslušejících vah a rychlostí lze nalézt v [7].
3.3 Okrajové podmínky
Jedna z intenzivneˇ zkoumaných cˇástí Lattice–Boltzmannovy metody je cˇást týkající se okrajových
podmínek. Du˚vodem, procˇ je této partii veˇnována taková pozornost, je vliv okrajových podmínek na
prˇesnost a stabilitu výpocˇtu. Podívejme se na neˇkteré typy okrajových podmínek a jejich implementace
blíže.
Periodická okrajová podmínka
Tato podmínka spocˇívá na periodiciteˇ hranic naší zkoumané oblasti, tj. to, co vytecˇe na jedné straneˇ,
vtecˇe na druhé straneˇ a naopak, viz obrázek 3.5. V prˇípadeˇ, kdy použijeme tuto podmínku v dvourozmeˇr-
ném modelu na vertikální cˇást hranic, dostaneme nekonecˇný dutý válec. Aplikujeme-li tuto podmínku na
celou hranici lze chápat oblast jako dutý toroid.
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Obrázek 3.5: Periodická okrajová podmínka.
„Bounce–back“ okrajová podmínka
Tato okrajová podmínka je podmínka tzv. zpeˇtného odrazu. Její výhodou je její snadná implemen-
tace. Popišme pru˚beˇh této podmínky na spodní horizontální hranici oblasti modelu D2Q9. Rozdeˇlme
podmínku do 4 kroku˚, viz obrázek 3.6. Z obrázku 3.6 je patrné, že ve druhém kroku po provedení šírˇení
jsou v Lattice–Boltzmannoveˇ metodeˇ neˇkteré hodnoty distribucˇních funkcí neznámé. Jejich hodnoty zís-
káme tak, že jim prˇirˇadíme hodnoty distribucí k nim opacˇných. Naprˇíklad na dolní horizontální hranici
modelu D2Q9 prˇirˇadíme neznámé distribuci f2 hodnotu f4, f5 hodnotu f7 a f6 hodnotu f8, viz obrázek
3.6.
Existuje neˇkolik modifikací na tuto metodu okrajových podmínek. Liší se prˇevážneˇ v tom, kde se
uvažuje prˇítomnost samotné hranice. Klasický „Bounce–back“ prˇedpokládá prˇítomnost hranice prˇímo
na uzlovém bodeˇ, oproti tomu „half–way bounce–back“ prˇedpokládá prˇítomnost hranice mezi uzlovými
body, viz obrázek 3.7.
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Prˇed šírˇením v cˇase t
Po šírˇení v cˇase t
Bounce–back
Po šírˇení v cˇase t +∆t
f7
f4
f8
fˆ7 fˆ4 fˆ8
fˆ5 fˆ2
fˆ6
f6
f2
f5
Obrázek 3.6: Ilustrace Half–way bounce–back okrajové podmínky.
a) b)
Obrázek 3.7: a) Klasický „Bounce–back“, b)„half–way bounce–back“ .
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Neumanova okrajová podmínka
Neumanova okrajová podmínka prˇedepisuje hodnotu rychlosti na hranici. Necht’ rychlost na hranici
je rovna ~u0. Ilustrujme tuto podmínku naprˇíklad na horní hranici oblasti modelu D2Q9. Prˇedpokládejme
rychlost na hranici ve tvaru
~u0 =
[
ux,0
uy,0
]
. (3.27)
Po provedení šírˇení v LBM algoritmu jsou neznámé hodnoty distribucˇních funkcí f4, f7, f8 a díky tomu
neznáme ani hodnotu hustoty ρ. Pro hustotu máme vzorec (3.2), tj.
ρ =
8∑
i=0
fi. (3.28)
Pro makroskopickou rychlost máme vztah (3.3), tedy
~u0 =
1
ρ
8∑
i=0
~ξi fi, (3.29)
z cˇehož získáme rovnice
ρ ux,0 = f1 − f3 + f5 − f6 − f7 + f8, (3.30)
ρ uy,0 = f2 − f4 + f5 + f6 − f7 − f8. (3.31)
Nyní máme trˇi rovnice pro celkem cˇtyrˇi neznámé. Jako cˇtvrtá rovnice nám poslouží rovnice
f2 − f (eq)2 = f4 − f (eq)4 , (3.32)
kterou navrhl Zou a He v [28] a spocˇívá na faktu, že uvažujeme „bounce–back“ pro nerovnovážnou cˇást
distribucˇní funkce. Z prˇedchozích rovnice tak dostaneme neznámé velicˇiny
ρ =
1
1 − uy,0
[
f0 + f1 + f3 + 2( f4 + f7 + f8)
]
, (3.33a)
f2 = f4 +
2
3
ρ uy,0, (3.33b)
f5 = f7 − 12 ( f1 − f3) +
1
2
ρ ux,0 +
1
2
ρ uy,0, (3.33c)
f6 = f8 +
1
2
( f1 − f3) − 12ρ ux,0 +
1
2
ρ uy,0. (3.33d)
Poznamenejme ješteˇ, že na uzlové body, které se nacházejí v rozích oblasti musíme aplikovat prˇedchozí
podmínku v jiné formeˇ, protože naprˇ. v dolním levém rohu oblasti známe pouze hodnoty f3, f4, f7.
Dirichletova okrajová podmínka
Dirichletova okrajová podmínka spocˇívá na prˇedepsání tlaku, resp. hustoty na okraji oblasti. Oproti
prˇedchozímu prˇípadu se nenastaví na okraji oblasti pevná hodnota rychlosti, ale tlaku. Prˇedpokládáme-li
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navíc, že tecˇná složka rychlosti k okraji oblasti je nulová, dostaneme obdobné rovnice jako u Neuman-
novy okrajové podmínky. Pro horní horizontální hranici jsou tyto rovnice tvaru
uy,0 =
f0 + f1 + f3 + 2 ( f2 + f5 + f4)
ρ0
− 1, (3.34)
f4 = f2 − 23ρ0 uy,0, (3.35)
f7 = f5 +
1
2
( f1 − f3) − 16ρ0 uy,0, (3.36)
f8 = f6 − 12 ( f1 − f3) −
1
6
ρ0 uy,0, (3.37)
kde ρ0 je námi zadaná hustota (tlak). Další úpravy hranicˇních podmínek zlepšující stabilitu a prˇesnost
lze nalézt naprˇíklad v [7].
3.4 Prˇechod mezi jednotkami na mrˇížce a fyzikálními jednotkami
K tomu, abychom mohli použít Lattice–Boltzmannovu metodu pro simulaci daného fyzikálního pro-
blému je trˇeba prˇejít od fyzikálních jednotek k mrˇížkovým jednotkám. V pru˚beˇhu odvozování Lattice–
Boltzmannovy metody jsme se potrˇebovali odprostit od fyzikálních jednotek a prˇejít k bezrozmeˇrným
velicˇinám, abychom mohli provést rozvoj distribucˇní funkce do báze Hermiteových polynomu˚. Postup,
který zde naznacˇíme, je prˇevzatý z [12] a popíšeme ho ve dvou fázích.
V první fázi prˇejdeme z fyzikální soustavy jednotek (F) k bezrozmeˇrné soustaveˇ jednotek (B), která
je nezávislá na parametrech Lattice–Boltzmannovy metody. Ve druhé fázi prˇejdeme od bezrozmeˇrné
soustavy jednotek k mrˇížkové soustaveˇ jednotek (LB). Propojení mezi jednotlivými soustavami jedno-
tek je zajišteˇno skrze bezrozmeˇrná cˇísla. Prˇi rˇešení Navierových–Stokesových rovnic pro nestlacˇitelnou
tekutinu zajišt’uje propojení Reynoldsovo cˇíslo.
Prˇi prˇechodu od (F) k (B) prˇeškálujme jednotky délky pomocí referencˇní délky l0 [m] a referencˇního
cˇasu t0 [s]. Hodnoty teˇchto referencˇních velicˇin volíme podle dané fyzikální úlohy. Nejcˇasteˇji volíme l0
jako délku teˇlesa vnorˇeného do simulované tekutiny nebo jako rozmeˇr simulované oblasti. Charakteris-
tický cˇas poté nejcˇasteˇji odvozujeme od zvolené charakteristické rychlosti ~u0, kterou mu˚že být naprˇíklad
maximální nebo pru˚meˇrná rychlost tekutiny v dané oblasti. Od (B) k (LB) prˇejdeme pomocí škálovacích
parametru˚ δx [−] a δt [−]. Konkrétní volbou teˇchto parametru˚ se budeme zabývat pozdeˇji.
Prˇi prˇechodu od (F) k (B) zavedeme velicˇiny tB [−],
tB =
t
t0
(3.38)
a ~xB [−],
~xB =
1
l0
~x, (3.39)
kde ~x je sourˇadnicový vektor. Z rovnic (3.38), (3.39) získáme následující vztahy
~u =
l0
t0
~uB, (3.40)
∂
∂t
=
1
t0
∂
∂tB
, (3.41)
∇ = 1
l0
∇B, (3.42)
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kde ∇B je gradient v bezrozmeˇrných prostorových sourˇadnicích. Bezrozmeˇrné Reynoldsovo cˇíslo je
rovno
Re =
l20
t0 ν
. (3.43)
Prˇi prˇechodu od (F) k (B) chceme, aby byla zachována velikost Reynoldsova cˇísla (3.43).
Prˇi volbeˇ stejných referencˇních velicˇin v soustaveˇ (B) jako v soustaveˇ (F) budou tyto referencˇní
velicˇiny rovny jedné. Reynoldsovo cˇíslo poté prˇejde do tvaru
Re =
1
νB
, (3.44)
kde νB [−] je prˇeškálovaná kinematická viskozita,
νB =
t0
l20
ν. (3.45)
Nyní se zameˇrˇme na volbu škálovacích parametru˚ δx a δt. δx volme jako
δx =
∆x
J − 1 , (3.46)
kde J je pocˇet mrˇížkových bodu˚ deˇlících charakteristickou délku l0 a ∆x je vzdálenost mezi jednotli-
vými uzlovými body v mrˇížce, viz obrázek 3.8. V našem prˇípadeˇ bude vždy ∆x = 1, díky prˇeškálování
parametrem cs.
∆x
∆x
Obrázek 3.8: D2Q9 mrˇížka.
δt položme
δt =
∆t
Jiter
, (3.47)
kde Jiter je pocˇet iteracˇních kroku˚ pro dosažení cˇasu t0 a ∆t oznacˇuje dobu jednoho iteracˇního kroku. V
našem prˇípadeˇ bude opeˇt ∆t = 1. Pro mrˇížkové jednotky se v dostupné literaturˇe používá znacˇení lu a ts,
kde lu odpovídá vzdálenosti mezi uzlovými body, tj. ∆x = 1 lu, a ts je doba jednoho iteracˇního kroku, tj.
∆t = 1 ts. Další velicˇiny prˇejdou v soustaveˇ (LB) do tvaru
~uLB =
δt
δx
~uB, (3.48)
νLB =
δt
δ2x
1
Re
. (3.49)
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Pokud bychom vynechali mezikrok s bezrozmeˇrnými velicˇinami, prˇi prˇechodu mezi fyzikálními a
mrˇížkovými jednotkami, dostali bychom následující vztahy.
t = tB t0
tB = tLB δt
=⇒ t = tLB t0 δt, (3.50a)
~x = ~xB l0
~xB = ~xLB δx
=⇒ ~x = ~xLB l0 δx, (3.50b)
~u = ~uB
l0
t0
~uB = ~uLB
δx
δt
=⇒ ~u = ~uLB l0t0
δx
δt
, (3.50c)
ν = νB
l20
t0
νB = νLB
δ2x
δt
=⇒ ν = νLB
l20
t0
δ2x
δt
, (3.50d)
Otázkou stále zu˚stává, jak prˇesneˇ volit δx, resp. δt. Našim cílem je zajistit co nejveˇtší stabilitu Lattice–
Boltzmannovy metody. První požadavek, který budeme klást je, aby charakteristická rychlost u0,LB ne-
byla veˇtší než rychlost zvuku cs = 1√3 , tj.
δt <
1√
3
δx. (3.51)
Beˇhem odvozování LBM jsme dále narazili na požadavek, aby Machovo cˇíslo Ma a Knudsenovo cˇíslo
Kn bylo menší než jedna. Proto, aby byly splneˇny prˇedchozí podmínky položme, viz [12],
δt ∝ δx2. (3.52)
Pro úplnost nakonec poznamenejme, že prˇechod od mrˇížkových jednotek k fyzikálním jednotkám je
pouhou inverzí vztahu˚ (3.50).
3.5 Implementace Lattice–Boltzmannovy metody v jazyce C++ a CUDA
V této cˇásti kapitoly týkající se Lattice–Boltzmannovy metody se budeme blíže veˇnovat paralelní
implementaci této metody v jazyce C++ a CUDA. Podotkneˇme, že inspirací pro paralelní implementaci
Lattice–Boltzmannovy metody na grafické karteˇ s CUDA architekturou byl kód a ochotné konzultace
poskytnuté Ing. Robertem Strakou, Ph.D. CUDA1 je hardwarová a softwarová architektura vyvinutá
spolecˇností Nvidia umožnˇující spoušteˇt programy napsané naprˇíklad v jazycích C/C++ na grafických
kartách s touto architekturou. Konkrétneˇ se budeme v této cˇásti zabývat reprezentací mrˇížky pro efektivitu
následného paralelního výpocˇtu na grafické karteˇ a implementaci vybraných cˇástí algoritmu popsaných
v cˇásti 3.1 pro dvourozmeˇrný prˇípad.
1Anglická zkratka pro Compute Unified Device Architecture
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Oblast, ve které budeme simulovat vývoj dané tekutiny v cˇase, je diskretizována pomocí mrˇížky, tj.
pomocí množiny bodu˚ Γ. Dále se zabývejme prˇípadem, kdy pro diskretizaci byla použita mrˇížka typu
D2Q9. Pro jiné typy mrˇížky je následující postup analogický.
Dvourozmeˇrnou mrˇížku lze implementovat jako jednorozmeˇrnou datovou strukturu provedením trans-
formace
xi j ←→ i + j · Ls, (3.53)
kde i, j ∈ Z+, jsou sourˇadnice bodu v mrˇížce, xi j ∈ Γ a Ls je šírˇka mrˇížky. Tato transformace je znázorneˇna
na obrázku 3.9. Každý uzlový bod mrˇížky obsahuje hodnoty diskrétní distribucˇní funkce fi (9 hodnot pro
(0,0) (1,0) (2,0) (3,0)
(0,1) (1,1) (3,1)(3,1)
(0,2) (1,2) (2,2) (3,2)
(0) (1) (2) (3)
(4) (5) (7)(6)
(8) (9) (10) (11)
Obrázek 3.9: Ilustrace transformace popsané rovnicí (3.53).
D2Q9), složky vektoru makroskopické rychlosti ~u (2 složky) a hodnotu makroskopické hustoty ρ.
Z hlediska následné paralelní implementace a prˇístupu do pameˇti, je výhodné uchovávat hodnoty
distribucˇní funkce pomocí datových struktur schématicky znázorneˇných pomocí obrázku 3.10. Du˚vod,
procˇ je výhodné takto uchovávat hodnoty distribucˇní funkce, spocˇívá v práci s ru˚znými druhy pameˇtí
na grafické karteˇ, viz [18]. Prˇi výpocˇtech na grafické karteˇ s CUDA architekturou lze pracovat soucˇasneˇ
s neˇkolika druhy pameˇtí soucˇasneˇ. Hlavní rozdíl mezi nimi je v rychlosti cˇtení a zápisu a ve velikosti.
Pro paralelní výpocˇet používáme vždy jistý pocˇet bloku˚ a v rámci každého bloku jistý pocˇet vláken.
Tyto bloky a vlákna tvorˇí jakousi sít’ soucˇasneˇ beˇžících procesu˚, viz obrázek 3.11. Poznamenejme, že
pro optimální výpocˇet se doporucˇuje používat nejméneˇ 32 vláken a každý jiný pocˇet vláken by meˇl být
deˇlitelný 32, viz [20].
Jednotlivá vlákna v rámci každého bloku mu˚žou mimo jiné spolu komunikovat prostrˇednictvím sdí-
lené pameˇti. Nevýhodou této pameˇti je její malá velikost, a proto nemu˚že být tato pameˇt’ použita pro
uchování celé mrˇížky. Jednotlivé bloky mohou spolu komunikovat prostrˇednictvím globální pameˇti. Tato
pameˇt’ je veˇtšinou už dostatecˇná pro uchování celé mrˇížky, ale prˇístup k ní a zápis do ní je cˇasoveˇ nárocˇ-
neˇjší než u sdílené pameˇti, viz [20].
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Obrázek 3.10: Schématické znázorneˇní datové reprezentace distribucˇní funkce pro rychlostní model
D2Q9.
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Nyní se zameˇrˇme na implementaci jednotlivých kroku˚ algoritmu Lattice–Boltzmannovy metody.
V první fázi inicializace alokujeme promeˇnné na procesoru a na grafické karteˇ. Následuje provedení
inicializace distribucˇních funkcí a dalších promeˇnných. Hlavní cyklus Lattice–Boltzmannovy metody
nese v sobeˇ kernelovou funkci, pomocí níž je zprostrˇedkován paralelní výpocˇet na grafické karteˇ. Tato
funkce provede postupneˇ všechny hlavní kroky algoritmu Lattice–Boltzmannovy metody. Bylo by možné
mít v rámci hlavního cyklu více takovýchto funkcí, které by provádeˇly naprˇíklad kolizní krok a krok
šírˇení zvlášt’. Ukazuje se však, že tento postup nemusí být optimální, viz [3]. Kernelová funkce má
obecneˇ tvar
__ global__ void kernelova_funkce (parametry_funkce) {telo_funkce}.
Kvalifikátor __ global__ oznacˇuje, že je tato funkce volána procesorem a je provedena na grafické karteˇ.
Volání kernelové funkce je ve tvaru
kernelova_funkce << pocet_bloku, pocet_vlaken, velikost_sdilene_pameti >> (parametry_ f unkce).
Blok
Blok
Blok
Blok
Blok
Blok
kernel 1
(0,0) (1,0) (2,0)
(0,1) (1,1) (2,1)
Vlákno
Vlákno Vlákno Vlákno
Vlákno
(0,0)
Vlákno
(1,0)
Vlákno
(2,0)
Vlákno
(3,0)
Vlákno
(4,0)
Vlákno
(0,1)
Vlákno
(1,1)
Vlákno
(2,1)
Vlákno
(3,1)
Vlákno
(4,1)
Vlákno
(0,2)
(2,3) (3,3) (4,3)
(1,2)
Vlákno
(2,2)
Vlákno
(3,2)
Vlákno
(4,2)
Vlákno
(1,3)
Vlákno
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Obrázek 3.11: Schématické znázorneˇní paralelní síteˇ procesu˚.
56
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1. rˇádek
2. rˇádek
1. blok
1. rˇádek
2. blok
1. rˇádek
2. rˇádek
1. blok
2. blok1. blok
2. blok1. blok
2. rˇádek
2. rˇádek
f1
f1
f2
f2
f5
f5
f6
f6
Cˇas t
Cˇas t + ∆t
Cˇas t
Cˇas t + ∆t
Cˇas t
Cˇas t + ∆t
Cˇas t
Cˇas t + ∆t
Obrázek 3.12: Schématické znázorneˇní implementace kroku šírˇení. Znázorneˇní šírˇení pro distribucˇní
funkce f3, f4, f7 a f8 bylo vynecháno, protože je pouze inverzním prˇípadem pro porˇadeˇ šírˇení distribucˇ-
ních funkcí f1, f2, f5 a f6. Širší cˇást uprostrˇed rˇádku˚ reprezentuje zbylé uzly daného rˇádku. Šírˇení na
okraji bloku˚ závisí na zvolených okrajových podmínkách, proto bylo toto znázorneˇní vynecháno. Distri-
bucˇní funkce, které jsou v rámci šírˇení zapsány do rˇádku stejné barvy, nemohou efektivneˇ využít sdílenou
pameˇt’ prˇi šírˇení.
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Prˇi výpocˇtu makroskopických velicˇin, hranicˇních podmínek a kolizního kroku nebudeme se sdílenou
pameˇtí pracovat a tedy samotná implementace je podobná implementaci na procesoru.
Zajímaveˇjší je cˇást týkající se kroku šírˇení. Prˇi výpocˇtu používáme dveˇ stejné struktury pro uchování
hodnot distribucˇní funkce, abychom se prˇi kroku šírˇení vyvarovali problému s prˇepisem dat potrˇebných
k dalším výpocˇtu˚m, protože rˇešení tohoto problému by meˇlo za následek zvýšení cˇasové nárocˇnosti
výpocˇtu a samotná simulace tekutiny by pak byla cˇasoveˇ neefektivní. V tomto kroku budeme již používat
zmíneˇnou sdílenou pameˇt’, pomocí níž mohou jednotlivá vlákna mezi sebou komunikovat, což bude mít
za následek urychlení výpocˇtu. Implementaci ilustrujme opeˇt pomocí obrázku 3.12. Je patrné, že sdílenou
pameˇt’ využijeme tam, kde v rámci šírˇení neopustíme daný blok. To nastává pouze u šírˇení distribucˇních
funkcí f1 a f3.
Další detaily paralelní implementace lze nalézt naprˇíklad v [3] nebo v prˇiloženém kódu.
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Kapitola 4
Numerická analýza Lattice–Boltzmannovy
metody
4.1 Hagenovo–Poiseuilleho proudeˇní
Aplikujme nyní naše znalosti získané v prˇedešlých kapitolách na rˇešení Hagenovo–Poiseuilleho
proudeˇní. Tento problém popisuje stacionární prˇípad nestlacˇitelného proudeˇní v izotermálním systému.
Du˚vodem, procˇ se touto úlohou zabýváme je ten, že lze odvodit analytické rˇešení Navierových–Stokesových
rovnic, což využijeme k otestování Lattice–Boltzmannovy metody a urcˇení jejího experimentálního rˇádu
konvergence.
4.1.1 Analytické rˇešení
Budeme uvažovat dvourozmeˇrný prˇípad, který popisuje proudeˇní mezi nekonecˇnými rovnobeˇžnými
rovinami. Z makroskopického hlediska lze tuto úlohu popsat pomocí Eulerových rovnic pro nestlacˇitel-
nou tekutinu, viz kapitola 1,
∂ux
∂x
= 0, (4.1)
uy = 0, (4.2)
−∂p
∂x
+ µ
∂2ux
∂y2
= 0, (4.3)
∂p
∂y
= 0, (4.4)
kde ~u = (ux,uy) je makroskopická rychlost, p je tlak a µ je dynamická viskozita. Dále prˇedpokládejme,
že u = u(x), p = p(x), viz obrázek 4.1. Prˇepišme rovnici (4.3) do tvaru
∂p
∂x
= µ
∂2ux
∂y2
. (4.5)
Prˇedchozí rovnice (4.5) je rovnicí konstant, nebot’ pro libovolné dveˇ funkce f = f (x), g = g(y) nastane
rovnost
f (x) = g(y), (4.6)
pokud jsou f i g konstantní funkce. Z toho plyne
p = C1x + C2, (4.7)
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kde C1,C2 ∈ R jsou konstanty. Prˇedpokládáme-li, že na vstupu a výstupu do oblasti jsou tlaky p1 a p2,
kde p1 > p2, viz obrázek 4.1, dostaneme
p = p1 − ∆pxL , (4.8)
kde L je vzdálenost od vstupu k výstupu, viz obrázek 4.1 a ∆p = p1 − p2.
p1
p2
h
2
h
2
x
y
L
Obrázek 4.1: Hagen–Poiseuilleho úloha.
Dále rˇešme pravou stranu rovnice (4.3), tj.
µ
∂2ux
∂y2
= C1 = −∆pL . (4.9)
Úpravami dostaneme
∂2ux
∂y2
= −∆p
µ L
, (4.10a)
∂ux
∂y
= −∆p
µ L
y + C3, (4.10b)
ux = −∆p
µ L
y2 + C3y + C4, (4.10c)
kde C3,C4 jsou konstanty. Prˇedpokládáme-li navíc, že rychlost na hranicích rovnobeˇžnými s osou x je
nulová, viz obrázek 4.1, tj.
ux
(
h
2
)
= ux
(
−h
2
)
= 0, (4.11)
pak rovnice (4.10c) prˇejde do tvaru
ux(y) =
∆p
2µ L
[
h2
4
− y2
]
, y ∈
〈
−h
2
,
h
2
〉
(4.12)
a tedy rˇešení má ocˇekávaný parabolický profil, viz obrázek 4.1, prˇicˇemž nejveˇtší rychlost je evidentneˇ
pro bod y = 0, tedy
umax = ux(0) =
∆p
2µ L
h2
4
. (4.13)
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Obrázek 4.2: Zpu˚sob nastavení mrˇížky. Modrá barva odpovídá oblasti s tekutinou, cˇervená znacˇí výskyt
pevných prˇekážek, žlutá odpovídá periodické okrajové podmínce. Uzly mrˇížky jsou lokalizovány upro-
strˇed cˇtverecˇku˚.
4.1.2 Numerická analýza konvergence Lattice–Boltzmannovy metody
Pro porovnání rˇešení získaného Lattice–Boltzmannovou metodou jsme v této práci použili neˇkolik
ru˚zných nastavení pocˇátecˇních podmínek. Typ mrˇížky, kterou budeme v této cˇásti používat pro Lattice–
Boltzmannovu metodu je znázorneˇn na obrázku 4.2. Lattice–Boltzmannova metoda byla implemento-
vána paralelneˇ v jazyce C++ a CUDA zprostrˇedkovávající výpocˇet na grafických kartách. Neˇkteré de-
taily paralelní implementace byly komentovány v sekci 3.5. Výpocˇty v této práci byly provedeny celkem
na 4 ru˚zných grafických kartách a jednom procesoru, viz tabulka 4.1, pro porovnání pocˇetní nárocˇnosti a
efektivity paralelizace.
Oznacˇení Název Pocˇet jader
CPU Intel Core i7-3630QM 4
GPU_1 NVIDIA GeForce GT 640M 384
GPU_2 NVIDIA GeForce GTX 590 1024
GPU_3 NVIDIA Tesla K20c 2496
GPU_4 NVIDIA Tesla K40c 2880
Tabulka 4.1: Seznam použitých hardwarových zarˇízení pro výpocˇty.
Jedním z du˚vodu˚ paralelní implementace je zkrácení výpocˇetního cˇasu. Pro názornost srovnejme
cˇasovou nárocˇnost výpocˇtu˚ v závislosti na zvolené mrˇížce. Z obrázku 4.3 s nastavením parametru˚ 1 je
patrné, že paralelní výpocˇty na grafických kartách mohou být prˇibližneˇ 100 krát až 500 krát rychlejší v
závislosti na zvolené grafické karteˇ.
Podívejme se dále na srovnání numerického rˇešení získaného LBM a analytického odvozeného v
sekci 4.1.1. Jako první uvažujme tekutinu s Reynoldsovým cˇíslem Re = 10, poháneˇnou silou se zrychle-
ním g = 9,81 m2s−1, což je hodnota odpovídající gravitacˇnímu zrychlení, v oblasti Θ = (0,2 `0) × (0,`0),
kde `0 = 2 m, a viskozitou ν = 0,990454 m2 s−1urcˇenou ze vztahu (3.43). Položíme-li ve vzorci (4.12)
∆p = ρgL, dostaneme analytické rˇešení ve tvaru
ux(y) =
g
2ν
[
h2
4
− y2
]
. (4.14)
1ν = 0,990454 m2 s−1,Re = 10, `0 = 2 m
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Obrázek 4.3: Srovnání cˇasové nárocˇnosti v závislosti na dané mrˇížce prˇi konstantním pocˇtu iterací.
Provedeme-li dále transformaci sourˇadnic, tak, aby ux(0) = ux(L) = 0, tj. y′ = y+ h2 , x
′ = x, prˇejde vztah
(4.14) do tvaru
ux′(y′) =
g
2ν
h24 −
(
y′ − h
2
)2 . (4.15)
Pro jednoduchost prˇestaneme dále psát cˇárky nad noveˇ zavedenými sourˇadnicemi. Prˇejdeme-li dále do
systému mrˇížkových jednotek, lze prˇedchozí vzorec (4.15) psát ve tvaru
ux,LB(y) =
gLB
2νLB
h2LB4 −
(
yLB − hLB2
)2 , (4.16)
kde dolní indexy LB znacˇí jednotky v mrˇížkových jednotkách.
Srovnejme tedy numerické a analytické rˇešení.
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(a) Rˇez mrˇížky o rozmeˇru 16x32.
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(b) Rˇez mrˇížky o rozmeˇru 32x64.
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(c) Rˇez mrˇížky o rozmeˇru 64x128.
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(d) Rˇez mrˇížky o rozmeˇru 128x256.
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Numericke´ rˇesˇen´ı. Analyticke´ rˇesˇen´ı.Nume é řešení lytické ř šení
Obrázek 4.4: Porovnání rychlostního profilu v rˇezu pro ru˚zné mrˇížky s analytickým rˇešením.
Z obrázku 4.4 je zrˇejmá chyba numerického rˇešení. Du˚vodem je použití Bounce–back okrajové
podmínky na okrajích dané oblasti. Uvažujme proto prˇítomnost steˇny mezi uzlovými body, namísto v
uzlových bodech, viz kapitola 3.3. Tato zmeˇna odpovídá jiné volbeˇ hranice oblasti, viz obrázek 4.5.
Upravíme-li podle toho dané analytické rˇešení, snížíme chybu numerického rˇešení, viz tabulka 4.2.
a) Lokalizace hranice na uzlových bodech b) Lokalizace hranice mezi uzlovými body
Obrázek 4.5: Schématické znázorneˇní volby hranic oblasti. Modrˇe jsou znázorneˇny uzly tekutiny, šedou
barvou hranicˇní uzly oblasti.
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Analytické rˇešení s úpravou Analytické rˇešení bez úpravy
Mrˇížka ‖unum − uan‖L1 ‖unum − uan‖L2 ‖unum − uan‖L1 ‖unum − uan‖L2
16×32 1,18679 · 10−4 1,26874 · 10−4 1,19267 · 10−2 1,19268 · 10−2
32×64 1,58946 · 10−5 1,64158 · 10−5 3,11903 · 10−3 3,11903 · 10−3
64×128 2,05305 · 10−6 2,08590 · 10−6 7,96814 · 10−4 7,96814 · 10−4
128×256 2,60770 · 10−7 2,62832 · 10−7 1,99747 · 10−4 2,00537 · 10−4
256×512 3,28461 · 10−8 3,30951 · 10−8 5,03993 · 10−5 5,04984 · 10−5
512×1024 4,12334 · 10−9 4,13142 · 10−9 1,26578 · 10−5 1,26701 · 10−5
1024×2048 5,18349 · 10−10 5,18856 · 10−10 3,17167 · 10−6 3,17322 · 10−6
Tabulka 4.2: Srovnání chyb numerického rˇešení prˇed a po úpraveˇ analytického rˇešení.
Z tabulky 4.2 a obrázku 4.6 je patrné, že námi zavedená korekce analytického rˇešení vede k menším
absolutním chybám, proto ji budeme nadále používat. Hodnoty chyb v prˇedchozí tabulce 4.2 jsou urcˇené
porovnáním hodnot x-ové složky rychlosti analytického rˇešení a x-ové složky rychlosti numerického
rˇešení v rˇezu danou oblastí rovnobeˇžném s osou y pomocí vztahu˚
‖unum − uan‖Lk =
 Np∑
i=1
‖unum,i − uan,i‖k

1
k
, (4.17)
kde unum je získané numerické rˇešení, uan je analytické rˇešení, Np je pocˇet bodu˚ v daném rˇezu, v neˇmž
porovnáváme dané hodnoty a k ∈ 1,2. Prˇedchozí hodnoty chyb jsou urcˇené po ustálení proudeˇní, tj.
chyba se dále v cˇase nemeˇní, viz obrázek 4.7 a obrázek 4.8.
Dále srovnejme výsledky získané na grafické karteˇ GPU_2 a grafické karteˇ GPU_3 prˇi použití jed-
noduché a dvojité prˇesnosti. Pro srovnání jsme použili stejné parametry tekutiny jako v prˇedchozím
odstavci.
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(a) Rˇešení v rˇezu mrˇížky o rozmeˇru
16x32.
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(b) Rozložení absolutní chyby v
rˇezu.
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(c) Rˇešení v rˇezu mrˇížky o rozmeˇru
512x1024.
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(d) Rozložení absolutní chyby v
rˇezu.
Numericke´ rˇesˇen´ı. Analyticke´ rˇesˇen´ı. Absolutn´ı chyba rˇesˇen´ı.l tní chyba ř šeníalytické ř šeníNu é řešení
Obrázek 4.6: Porovnání rychlostního profilu v rˇezu kolmém na smeˇr šírˇení pro ru˚zné mrˇížky s analytic-
kým rˇešením.
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(a) Velikost chyby, 16 uzlu˚, s úpra-
vou.
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(g) Velikost chyby, 128 uzlu˚, s úpra-
vou.
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Obrázek 4.7: Porovnání vývoju˚ absolutních chyb numerického rˇešení prˇed a po úpraveˇ pocˇítané v L1 a
L2 normeˇ pro proudeˇní s Re = 10, ν = 0,990454 m2 s−1.
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(a) Velikost chyby, 256 uzlu˚, s úpra-
vou.
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(c) Velikost chyby, 512 uzlu˚, s úpra-
vou.
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(e) Velikost chyby, 1024 uzlu˚, s
úpravou.
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(f) Velikost chyby, 1024 uzlu˚, bez
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Obrázek 4.8: Porovnání vývoju˚ absolutních chyb numerického rˇešení prˇed a po úpraveˇ pocˇítané v L1 a
L2 normeˇ pro proudeˇní s Re = 10, ν = 0,990454 m2 s−1.
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Mrˇížka Prˇesnost ‖unum − uan‖L1 ‖unum − uan‖L2 MLUPS
16× 32 jednoduchá 1,19379 · 10
−4 1,27622 · 10−4 114,641
dvojitá 1,18679 · 10−4 1,26874 · 10−4 466,283
32× 64 jednoduchá 1,71435 · 10
−5 1,74295 · 10−5 1223,81
dvojitá 1,58946 · 10−5 1,64159 · 10−5 583,822
64× 128 jednoduchá 5,95703 · 10
−6 6,27988 · 10−6 1384,190
dvojitá 2,05306 · 10−6 2,08591 · 10−6 1485,154
128× 256 jednoduchá 1,30795 · 10
−5 1,46104 · 10−5 1393,620
dvojitá 2,60776 · 10−7 2,62838 · 10−7 431,395
256× 512 jednoduchá 3,66909 · 10
−5 4,01636 · 10−5 272,262
dvojitá 3,28595 · 10−8 3,29886 · 10−8 2112,078
512× 1024 jednoduchá ——– ——– ——–
dvojitá 4,12580 · 10−9 4,13389 · 10−9 69.845
1024× 2048 jednoduchá ——– ——– ——–
dvojitá 5,18715 · 10−10 5,19223 · 10−10 391,635
2048× 4096 jednoduchá ——– ——– ——–
dvojitá 6,91592 · 10−11 6,92060 · 10−11 21,783
Tabulka 4.3: Srovnání jednoduché a dvojité prˇesnosti na GPU_2.
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Mrˇížka Prˇesnost ‖unum − uan‖L1 ‖unum − uan‖L2 MLUPS
16× 32 jednoduchá 1,27346 · 10
−4 1,31816 · 10−4 45,824
dvojitá 1,26591 · 10−4 1,31036 · 10−4 45,824
32× 64 jednoduchá 1,71436 · 10
−5 1,74296 · 10−5 345,512
dvojitá 1,64073 · 10−5 1,66785 · 10−5 181,346
64× 128 jednoduchá 6,04731 · 10
−6 6,32596 · 10−6 1229,467
dvojitá 2,08564 · 10−6 2,10239 · 10−6 425,663
128× 256 jednoduchá 1,31811 · 10
−5 1,46658 · 10−5 1821,097
dvojitá 2,62824 · 10−7 2,63865 · 10−7 696,186
256× 512 jednoduchá 3,68346 · 10
−5 4,02420 · 10−5 2004,156
dvojitá 3,29840 · 10−8 3,30490 · 10−8 627,902
512× 1024 jednoduchá ——– ——– ——–
dvojitá 4,13141 · 10−9 4,13546 · 10−9 118.639
1024× 2048 jednoduchá ——– ——– ——–
dvojitá 5,18609 · 10−10 5,18863 · 10−10 787,88
2048× 4096 jednoduchá ——– ——– ——–
dvojitá 6,91593 · 10−11 6,92061 · 10−11 863,56
Tabulka 4.4: Srovnání jednoduché a dvojité prˇesnosti na GPU_4.
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V tabulce 4.3 a 4.4 jsou uvedeny absolutní chyby numerického rˇešení získané porovnáním hodnot v
rˇezu kolmém na osu x užitím vztahu 4.17. Jednoduchá prˇesnost byla použita k napocˇítání rˇešení pouze
do rozmeˇru mrˇížky 256 × 512, protože prˇi veˇtší mrˇížce meˇly chyby zpu˚sobené aritmetikou již znacˇný
vliv na prˇesnost daného rˇešení, viz obrázek 4.10. Hodnoty uvedené v tabulce 4.3 a 4.4 dále využijeme k
výpocˇtu experimentálního rˇádu konvergence zvoleného typu Lattice–Boltzmannovy metody.
V tabulce 4.5 jsou uvedené experimentální rˇády konvergence napocˇítané z dat uvedených v tabulce
4.3 a 4.4. Prˇi použití nestlacˇitelné LBM víme z podkapitoly 2.1.3, že chyba, které se dopouštíme prˇi
simulaci nestlacˇitelné tekutiny je úmeˇrná trˇetí mocnineˇ Machova cˇísla Ma. Jelikož jsme vždy hodnoty
mrˇížkové rychlosti prˇi prˇechodu z hrubší mrˇížky na jemneˇjší zmenšili, lze ocˇekávat, že experimentální
rˇád konvergence bude trˇetího rˇádu, což odpovídá nameˇrˇeným datu˚m, viz tabulka 4.5. Prˇedchozí srovnání
numerického rˇešení získaného Lattice–Boltzmannovou metodou a analytického rˇešení pochází z rˇezu
dvourozmeˇrného rˇešení kolmého na osu x. Pro názornost uved’me obrázek 4.9 znázornˇující rozložení
velikosti rychlosti tekutiny v oblasti diskretizované mrˇížoku o velikosti 512 × 1024.
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Obrázek 4.9: Rozložení velikosti rychlosti tekutiny o viskoziteˇ ν = 0,990454 m2 s−1 s Reynoldsovým
cˇíslem Re = 10 v oblasti (0, 2`0) × (0, `0), `0 = 2 m diskretizované mrˇížkou o rozmeˇrech 512 × 1024.
V prˇedchozím nastavení parametru˚ jsme uvažovali prˇípad, kdy maximální rychlost nabývala hod-
noty umax  5m s−1. Podívejme se na obdobná nastavení, ale berme hodnoty maximální makroskopické
rychlosti postupneˇ rovny umax = 0,5 m s−1, umax = 50 m s−1, umax = 500 m s−1. Prˇi této volbeˇ maximál-
ních hodnot makroskopických rychlostí dostaneme následující hodnoty chyb a k nim prˇíslušející rˇády
konvergence.
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Obrázek 4.10: Srovnání numerického a analytického rˇešení prˇi použití jednoduché prˇesnosti pro mrˇížku
512 × 1024.
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GPU_2 GPU_4
Jednoduchá prˇesnost Dvojitá prˇesnost Jednoduchá prˇesnost Dvojitá prˇesnost
Krok eoc1 eoc2 eoc1 eoc2 eoc1 eoc2 eoc1 eoc2
16→ 32 2,80 2,87 2,90 2,95 2,89 2,92 2,95 2,97
32→ 64 1,52 1,47 2,95 2,98 1,50 1,46 2,98 2,99
64→ 128 -1,13 -1,22 2,98 2,99 -1,12 0,30 2,99 2,99
128→ 256 -1,49 -1,46 2,99 2,99 -1,48 -1,46 2,99 2,99
256→ 512 —- —- 2,99 3,00 —- —- 3,00 3,00
512→ 1024 —- —- 2,99 2,99 —- —- 2,99 2,99
1024→ 2048 —- —- 2,91 2,91 —- —- 2,90 2,90
Tabulka 4.5: Srovnání chyb numerického rˇešení prˇed a po úpraveˇ analytického rˇešení. Cˇerveneˇ oznacˇené
hodnoty eoc odpovídají výsledku˚ simulací s nedostatecˇnou prˇesností.
umax = 0,5 m s−1 umax = 50 m s−1 umax = 500 m s−1
Mrˇížka ‖unum − uan‖L1 ‖unum − uan‖L1 ‖unum − uan‖L1
16 × 32 1,53672 · 10−5 1,53635 · 10−3 1,53635 · 10−2
32 × 64 1,80469 · 10−6 1,80469 · 10−4 1,80469 · 10−3
64 × 128 2,18747 · 10−7 2,18654 · 10−5 2,18654 · 10−4
128 × 256 2,69081 · 10−8 2,69081 · 10−6 2,69081 · 10−5
256 × 512 3,33740 · 10−9 3,33734 · 10−7 3,33734 · 10−6
512 × 1024 4,15647 · 10−10 4,15866 · 10−8 4,15549 · 10−7
Tabulka 4.6: Srovnání chyb rychlosti v L1 normeˇ.
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umax = 0,5 m s−1 umax = 50 m s−1 umax = 500 m s−1
Krok eoc1 eoc1 eoc1
16→ 32 6,13 3,09 3,09
32→ 64 2,98 3,05 3,06
64→ 128 2,99 3,02 3,02
128→ 256 2,99 3,01 3,01
256→ 512 3,00 3,01 3,01
Tabulka 4.7: Experimentální rˇád konvergence pro ru˚zné rychlosti pocˇítaný v L1 normeˇ.
umax = 0,5 m s−1 umax = 50 m s−1 umax = 500 m s−1
Mrˇížka ‖unum − uan‖L2 ‖unum − uan‖L2 ‖unum − uan‖L2
16 × 32 1,59027 · 10−5 1,59027 · 10−3 1,59027 · 10−2
32 × 64 1,83452 · 10−6 1,83452 · 10−4 1,83452 · 10−3
64 × 128 2,20555 · 10−7 2,20410 · 10−5 2,20410 · 10−4
128 × 256 2,70147 · 10−8 2,70147 · 10−6 2,70147 · 10−5
256 × 512 3,34397 · 10−9 3,34390 · 10−7 3,34391 · 10−6
512 × 1024 4,16055 · 10−10 4,16274 · 10−8 4,15956 · 10−7
Tabulka 4.8: Srovnání chyb rychlosti v L2 normeˇ.
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umax = 0,5 m s−1 umax = 50 m s−1 umax = 500 m s−1
Krok eoc2 eoc2 eoc2
16→ 32 2,97 3,12 3,12
32→ 64 2,99 3,06 3,06
64→ 128 2,99 3,03 3,03
128→ 256 3,00 3,01 3,01
256→ 512 3,00 3,01 3,01
Tabulka 4.9: Experimentální rˇád konvergence pro ru˚zné rychlosti pocˇítaný v L2 normeˇ.
V tabulce 4.7 a 4.9 jsou uvedené experimentální rˇády konvergence z dat uvedených v tabulce 4.6 a
4.8. Hodnoty experimentálního rˇádu konvergence jsou opeˇt prˇibližneˇ 3.
4.1.3 Numerická analýza konvergence Lattice–Boltzmannovy metody pro nižší viskozitu
Výsledky v prˇedchozí sekci byly získané pro tekutinu o viskoziteˇ ν = 0,990454m2 s−1, což je o
šest rˇádu˚ vyšší hodnota než je naprˇíklad viskozita vody. Vzhledem k budoucím aplikacím bychom však
potrˇebovali simulovat tekutinu s hodnotami viskozity v okolí 10−6m2 s−1. Položme dále `0 = 1cm,
Re = 1500, ν = 2,7 · 10−6 m2 s−1. Ze vztahu (2.36) pro relaxacˇní parametr τ je zrˇejmé, že se zveˇtšujícím
se Reynoldsovým cˇíslem se bude hodnota relaxacˇního parametru τ blížit k 12 . To bude mít za následek, že
systém bude pomaleji speˇt do stavu rovnováhy, a tudíž budeme potrˇebovat veˇtší pocˇet iterací k dosažení
ustáleného proudeˇní, viz obrázek 4.11.
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(c) Mrˇížka 64 × 128.
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(d) Mrˇížka 128 × 256.
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(e) Mrˇížka 256 × 512.
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(f) Mrˇížka 512 × 1024.
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Obrázek 4.11: Vývoj absolutních chyb numerického rˇešení pocˇítané v L1 a L2 normeˇ pro prˇípad proudeˇní
s Re = 1500, ν = 2,7 · 10−6 m2 s−1.
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Mrˇížka ‖unum − uan‖L1 ‖unum − uan‖L2
16 × 32 2,77275 · 10−4 2,87007 · 10−4
32 × 64 3,57423 · 10−5 3,63664 · 10−5
64 × 128 3,95757 · 10−6 3,98936 · 10−6
128 × 256 4,85633 · 10−7 4,87556 · 10−7
256 × 512 6,02779 · 10−8 6,03964 · 10−8
512 × 1024 8,49769 · 10−9 8,51787 · 10−9
Tabulka 4.10: Absolutní chyba numerického rˇešení v L1 a L2 normeˇ po ustálení rˇešení.
krok eoc1 eoc2
16→ 32 2,96 2,98
32→ 64 3,17 3,19
64→ 128 3,03 3,03
128→ 256 3,01 3,01
256→ 512 2,83 2,82
Tabulka 4.11: Experimentální rˇád konvergence pro hodnotu viskozity rovnu ν = 2,7 · 10−6 m2 s−1.
Z hodnot chyb po ustálení proudeˇní, viz obrázek 4.11, uvedených v tabulce 4.10 urcˇíme opeˇt experi-
mentální rˇád konvergence. Z tabulky 4.11 je videˇt, že i prˇi nižších hodnotách viskozity je zvolený model
Lattice–Boltzmannovy metody trˇetího rˇádu prˇesnosti v prostoru. Protože prˇedchozí výsledky Lattice–
Boltzmannovy metody pro tekutinu o viskoziteˇ ν = 2,7 · 10−6 m2 s−1 byly opeˇt porovnány s analytickým
rˇešením v rˇezu dvourozmeˇrného rˇešení, uved’me obrázek 4.12 znázornˇující rozložení velikosti rychlosti
tekutiny v oblasti diskretizované mrˇížoku o velikosti 512 × 1024.
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Obrázek 4.12: Rozložení velikosti rychlosti tekutiny o viskoziteˇ ν = 2,7 · 10−6 m2 s−1 s Reynoldsovým
cˇíslem Re = 1500 v oblasti (0, 2`0)× (0, `0), `0 = 1 cm diskretizované mrˇížkou o rozmeˇrech 512×1024.
Záveˇrem lze v této cˇásti rˇíci, že prˇi daných volbách parametru˚ se Lattice–Boltzmannova metoda
chová jako metoda trˇetího rˇádu, cˇímž jsme experimentálneˇ odvodili výsledek získaný v kapitole 2.1.3.
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4.2 Laminární a nelaminární proudeˇní okolo pevné prˇekážky
V této cˇásti se budeme zabývat aplikací Lattice–Boltzmannovy metody na proudeˇní tekutiny okolo
pevné prˇekážky umísteˇné mezi dveˇma rovnobeˇžnými rovinami. Inspirací pro tuto úlohu nám bude cˇlánek
[21], v neˇmž autorˇi M. Schäfer a S. Turek shrnuli prˇípady laminárního a nelaminárního (turbulentního)
proudeˇní okolo cˇtvercové a kruhové prˇekážky. Mimo proudeˇní okolo cˇtvercové prˇekážky, sekce 4.2.1, a
kruhové prˇekážky, sekce 4.2.2, budeme ješteˇ zkoumat vývoj rychlostního profilu tekutiny prˇi proudeˇní
okolo úsecˇky, sekce 4.2.3. Stejneˇ jako prˇi prˇedchozích prˇípadech budeme používat k numerické simu-
laci nestlacˇitelnou variantu Lattice–Boltzmannovy metody odvozené v kapitole 2.1.3. Rˇešení získané
Lattice–Boltzmannovou metodou dále porovnáme s rˇešeními založených na metodeˇ konecˇných objemu˚,
které byly získány pomocí open source programu OpenFoam. Tyto výsledky zpracoval pomocí Open-
Foam a povolil jejich použití v rámci této práce Ing. Ondrˇej Polívka. Cˇasový krok pro rˇešení metody
konecˇných objemu˚ byl pro srovnání zvolen 10−5s.
Oproti prˇedchozímu textu použijeme ale obecneˇ jiný tvar oblasti pro Lattice–Boltzmannovu metodu,
viz obrázek 4.13.
Obrázek 4.13: Zpu˚sob nastavení diskretizace oblasti pro Lattice–Boltzmannovu metodu. Modrá pole
odpovídají cˇásti s tekutinou, cˇervená barva oznacˇuje cˇást se steˇnou, žlutá odpovídá vstupní okrajové
podmínce, zelená barva odpovídá okrajové podmínce na výstupu.
Zmeˇna se konkrétneˇ týká typu okrajových podmínek na vstupu a výstupu. Tok tekutiny nebudeme
dále prˇedepisovat pomocí zrychlení, ale pomocí hodnoty makroskopické rychlosti na vstupu a výstupu.
Prˇi laminárním i nelaminárním proudeˇní použijeme pro nastavení Lattice–Boltzmannovy metody hod-
notu viskozity v mrˇížkových jednotkách rovnu νLB = 0,01 a pro diskretizaci charakteristickédélky `0
použijeme 205 uzlových bodu˚.
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4.2.1 Proudeˇní okolo cˇtvercové prˇekážky
Jako první se zabývejme prˇípadem proudeˇní okolo cˇtvercové prˇekážky. Tvar oblasti, viz obrázek
4.14 pro výpocˇet je prˇevzat z cˇlánku [21]. Pro tuto úlohu použijeme následující nastavení parametru˚.
ν = 0,01 m2 s−1,Re = 82, `0 = 0,41 m pro laminární proudeˇní a ν = 0,01 m2 s−1,Re = 410, `0 = 0,41 m
pro nelaminární proudeˇní.
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Obrázek 4.14: Tvar oblasti pro cˇtvercovou prˇekážku.
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Obrázek 4.15: Prostorové rozložení rychlosti prˇi laminárním proudeˇní okolo cˇtvercové prˇekážky v cˇase
1,6 s.
Prˇípad ustáleného laminárního proudeˇní nebudeme srovnávat s rˇešením založeným na metodeˇ ko-
necˇných objemu˚, protože rˇešení pro ustálené laminární proudeˇní jsme již otestovali v prˇedchozí cˇásti
4.1. Prˇi srovnání Lattice-Boltzmannovy metody a metody konecˇných objemu˚ pro nelaminární proudeˇní
je du˚ležitý typ zvolených okrajových podmínek na vstupu a výstupu. Na vstupu je prˇedepsána pevná
hodnota pru˚meˇrné rychlosti tekutiny urcˇená ze zadaných velicˇin. Dále otestujme ru˚zné typy okrajových
podmínek na výstupu.
Jedna z možných podmínek, kterou lze na výstupu aplikovat je založená na prˇedepsání neznámých
hodnot distribucˇní funkce po provedení šírˇení pomocí hodnot v prˇedcházejících uzlech, viz obrázek 4.16.
Prˇi použití této okrajové podmínky na výstupu dostaneme rˇešení uvedené na obrázku 4.17.
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Obrázek 4.16: Schéma okrajové podmínky na výstupu. Neznámé distribucˇní funkce jsou získány z dis-
tribucˇních funkcí prˇedešlých uzlu˚.
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Obrázek 4.17: Srovnání prostorového rozložení velikosti rychlosti pro a) metodu konecˇných prvku˚ a
b) Lattice–Boltzmannovu metodu v cˇase 10 s. Rozmeˇry obrázku˚ a barevná škála jsou voleny tak, že
odpovídají fyzikální interpretaci LBM jednotek.
Jiný možný zpu˚sob jak získat neznámé distribucˇní funkce na výstupu je prˇirˇadit jim hodnoty rov-
novážné distribucˇní funkce v odpovídajících smeˇrech získaných z hodnot hustoty v prˇedešlých uzlech a
absolutní hodnoty rychlosti v prˇedešlých uzlech, tj.
fi(~x,t) = f
(eq)
i
(
ρ(~x + ~ξ3∆t), ~˜u(~x + ~ξ3∆t)
)
, (4.18)
kde ~x je bod na výstupu, u˜α = |uα| pro α = 1, 2 a i ∈ {3,6,7}. Prˇi použití této okrajové podmínky dosta-
neme výsledky uvedené v obrázku 4.18, které opeˇt srovnáme s rˇešením získaným metodou konecˇných
objemu˚.
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Obrázek 4.18: Srovnání prostorového rozložení velikosti rychlosti pro a) metodu konecˇných prvku˚ a b)
Lattice–Boltzmannovu metodu v cˇase 10 s s rovnovážnou okrajovou podmínkou na výstupu. Rozmeˇry
obrázku˚ a barevná škála jsou voleny tak, že odpovídají fyzikální interpretaci LBM jednotek.
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Obrázek 4.19: Srovnání prostorového rozložení velikosti rychlosti pro a) metodu konecˇných prvku˚ a
b) Lattice–Boltzmannovu metodu v cˇase 10 s s rovnovážnou okrajovou podmínkou na výstupu a pocˇá-
tecˇní podmínkou ustáleného proudeˇní. Rozmeˇry obrázku˚ a barevná škála jsou voleny tak, že odpovídají
fyzikální interpretaci LBM jednotek.
Z prˇedešlých srovnání 4.17, 4.18 je patrné, že rˇešení s obeˇma typy okrajových podmínek poskytují
prˇibližneˇ stejný vývoj rychlosti, ale obeˇ dveˇ rˇešení jsou v cˇase „posunuté“. Du˚vody tohoto jevu jsou jak
okrajové podmínky, tak pocˇátecˇní nastavení hodnot distribucˇních funkcí.
Další, co lze v pocˇátecˇním nastavení Lattice–Boltzmannovy metody meˇnit jsou tedy samotné po-
cˇátecˇní hodnoty distribucˇních funkcí. Prˇirˇadíme-li distribucˇním funkcím v cˇase 0 hodnoty distribucˇních
funkcí v prˇíslušejících uzlech odpovídající ustálenému proudeˇní bez prˇítomnosti prˇekážky, získáme rˇe-
šení na obrázku 4.19. Poznamenejme, že na obrázcích 4.17, 4.18 a 4.19 rychlost 18,20 m s−1 odpovídá
rychlosti v mrˇížkových jednotkách 0,039 lu ts−1.
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Ze srovnání na obrázku 4.19 lze nahlédnout, že prˇi použití prˇedchozí pocˇátecˇní podmínky je rˇešení
Lattice–Boltzmannovy metody stále odlišné od rˇešení získaném metodou konecˇných objemu˚.
4.2.2 Proudeˇní okolo kruhové prˇekážky
Pro tuto simulaci použijme stejné nastavení parametru˚ pro tekutinu jako prˇi simulaci cˇtvercové prˇe-
kážky. Zkoumaná oblast je zobrazena na obrázku 4.20. Pro tuto úlohu použijeme následující nastavení
parametru˚. ν = 0,01 m2 s−1 ,Re = 82, `0 = 0,41 m pro laminární proudeˇní a ν = 0,01 m2 s−1,
Re = 410, `0 = 0,41 m pro nelaminární proudeˇní.
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Obrázek 4.20: Tvar oblasti pro kruhovou prˇekážku.
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Obrázek 4.21: Prostorové rozložení velikosti rychlosti prˇi laminárním proudeˇní okolo kruhové prˇekážky
v cˇase 1,6 s.
Laminární prˇípad proudeˇní opeˇt nebudeme srovnávat s metodou konecˇných objemu˚, uvedeme pouze
výsledky obtékání prˇekážky. V prˇípadeˇ nelaminárního proudeˇní mu˚žeme opeˇt srovnat výsledky založené
na okrajových podmínkách diskutovaných drˇíve v cˇásti 4.2.1 s rˇešením metody konecˇných objemu˚. Opeˇt
poznamenejme, že na obrázcích 4.22, 4.23 a 4.24 rychlost 16,80 m s−1 odpovídá rychlosti v mrˇížkových
jednotkách 0,036 lu ts−1.
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Obrázek 4.22: Srovnání prostorového rozložení velikosti rychlosti pro a) metodu konecˇných prvku˚ a
b) Lattice–Boltzmannovu metodu v cˇase 60 s klasickou okrajovou podmínkou na výstupu. Rozmeˇry
obrázku˚ a barevná škála jsou voleny tak, že odpovídají fyzikální interpretaci LBM jednotek.
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Obrázek 4.23: Srovnání prostorového rozložení velikosti rychlosti pro a) metodu konecˇných prvku˚ a b)
Lattice–Boltzmannovu metodu v cˇase 60 s rovnovážnou okrajovou podmínkou na výstupu. Rozmeˇry
obrázku˚ a barevná škála jsou voleny tak, že odpovídají fyzikální interpretaci LBM jednotek.
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Obrázek 4.24: Srovnání prostorového rozložení velikosti rychlosti pro a) metodu konecˇných prvku˚ a
b) Lattice–Boltzmannovu metodu v cˇase 60 s rovnovážnou okrajovou podmínkou na výstupu a pocˇá-
tecˇní podmínkou ustáleného proudeˇní. Rozmeˇry obrázku˚ a barevná škála jsou voleny tak, že odpovídají
fyzikální interpretaci LBM jednotek.
Z výsledku˚ je patrné, že rˇešení založené na Lattice–Boltzmannoveˇ metodeˇ a metodeˇ konecˇných
objemu˚ poskytují srovnatelná rˇešení co se týcˇe výsledného rychlostního profilu proudeˇní. Z toho lze
usoudit, že Lattice–Boltzmannova metoda poskytuje uspokojivé výsledky v problematice nelaminárního
proudeˇní.
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4.2.3 Proudeˇní okolo úsecˇky
Pro simulaci proudeˇní okolo úsecˇky použijeme opeˇt stejné nastavení parametru˚ pro tekutinu jako
v prˇedešlých prˇíkladech. Zkoumaná oblast je zobrazena na obrázku 4.25. Pro tuto úlohu použijeme
následující nastavení parametru˚. ν = 0,01 m2 s−1,Re = 82, `0 = 0,41 m pro laminární proudeˇní a
ν = 0,01 m2 s−1,Re = 410, `0 = 0,41 m pro nelaminární proudeˇní.
0,15 m
0,1 m
0,15 m
0,16 m
2,2 m
Vstup Výstup
Obrázek 4.25: Tvar oblasti pro prˇekážku ve tvaru úsecˇky.
Zde uvedeme pouze výsledky pro laminární a nelaminární (turbulentní) proudeˇní získané Lattice–
Boltzmannovou metodou v ru˚zných cˇasech.
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Obrázek 4.26: Prostorové rozložení velikosti rychlosti prˇi laminárním proudeˇní okolo úsecˇky v cˇase 1,3
s.
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Obrázek 4.27: Prostorové rozložení velikosti rychlosti prˇi nelaminárním proudeˇní okolo úsecˇky v cˇase
40 s.
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Obrázek 4.28: Prostorové rozložení velikosti rychlosti prˇi nelaminárním proudeˇní okolo úsecˇky v cˇase
50 s.
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Obrázek 4.29: Prostorové rozložení velikosti rychlosti prˇi nelaminárním proudeˇní okolo úsecˇky v cˇase
60 s.
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Záveˇr
Cílem této práce bylo získat základní znalosti o Lattice–Boltzmannoveˇ metodeˇ a problematice s ní
spojené.
Cˇtenárˇovi byl v prˇedchozím textu nastíneˇn jeden ze zpu˚sobu˚ odvození Lattice–Boltzmannovy me-
tody z kinetické teorie prostrˇednictvím Boltzmannovy transportní rovnice a následné projekce distribucˇní
funkce do báze Hermiteových polynomu˚. Druhá cˇást této práce byla veˇnována aplikaci nabytých znalostí
na problematiku proudeˇní Newtonovské nestlacˇitelné tekutiny v izotermálním systému ve dvourozmeˇr-
ném prostoru. Rˇešení bylo následneˇ porovnáno v prˇípadeˇ Hagenovo–Poiseuilleho proudeˇní se známým
analytickým rˇešením, z cˇehož byl posléze urcˇen experimentální rˇád konvergence Lattice–Boltzmannovy
metody. Prˇi rˇešení nelaminárního proudeˇní okolo prˇekážek bylo získané rˇešení porovnáno s výsledky
poskytnutými Ing. Ondrˇejem Polívkou získanými pomocí metody konecˇných objemu˚.
Ze získaných výsledku˚ lze usoudit, že Lattice–Boltzmannova metoda poskytuje uspokojivé výsledky
v porovnání s prˇesným analytickým rˇešením a rˇešením založeným na metodeˇ konecˇných objemu˚. Veškeré
prˇedstavené výsledky pro Lattice–Boltzmannovu metodu byly vypocˇítané pomocí programu obsahující
paralelní implementaci Lattice–Boltzmannovy metody, což znacˇneˇ prˇispeˇlo k urychlení výpocˇtu˚.
Pokracˇování této práce bude spocˇívat v rozšírˇení znalostí o moderní varianty Lattice–Boltzmannovy
metody, kterými jsou naprˇíklad MRT LBM, kde se vyskytuje více relaxacˇních parametru˚, poprˇípadeˇ o
metodu kaskádovou a "Cummulant LBM". Dále bude naším zámeˇrem rozšírˇit simulace do trˇírozmeˇrného
prostoru a zahrnout do simulací Nenewtonovské a stlacˇitelné proudeˇní. Hlavním cílem do budoucna je
poté zahrnout do jedné z možných variant Lattice–Boltzmannovy metody interakci mezi tekutinou a
pohyblivou prˇekážkou.
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